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Vorwort, 

Die nachstehenden Ausführungen sollen bezwecken, ein 
interessantes Gebiet der Geometrie in mehrdimensionalen 
Bäumen zu erschließen. Es handelt sich um die linearen 
Komplexe in mehr als drei Dimensionen. Diese Arbeit 
selbst behandelt nur die Komplexe im vier- und fünf- 
dimensionalen Baum ziemlich ausführlich. Es ist im 
übrigen mehr darauf abgesehen worden, die äußerst ein- 
fache und Ökonomisehe Art der analytischen Behandlung 
dieses Gebietes zum Ausdruck zu bringen. Vorausgeschickt 
werde, daß ich mich durchweg der homogenen Schreib- 
weise bediente und trachtete, den Formen- und invarianten- 
theoretischen Teil der Ausführungen besonders hervor- 
zuheben. Es fällt demgemäß jede Metrik im Sinne der 
euklidischen Geometrie weg. 

Die Schreibweise schließt sich ganz der von Aronhold- 
Clebsch eingeführten symbolischen Darstellung an. Es 
liegt in dieser Bichtung wohl schon eine Arbeit von 
E. Waelsch vor (Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie, 
Sitzungsberichte der k. Akad. d. Wissensch., Wien, 5./12. 89); 
doch scheint es mir, daß sich diese Schreibart weniger an 
die gewöhnliche Symbolik anschließt. Es ist vielleicht 
nicht unnütz, zu erwähnen, daß ich diese Schreibart, ohne 
von der Arbeit von Waelsch zu wissen, selbständig be- 
gründete; daraus mag sich manche Abweichung in der 
Bezeichnung erklären. 

Der Abschnitt I gibt eine ausführliche Erklärung der 
komplexsymbolischen Darstellung und einige Anwendungen. 
Als weitere Anwendung und Anregung für Arbeiten in 
dieser Bichtung sind die Abschnitte II und III bestimmt. 
In den Abschnitten IV, V und VI hoffe ich etwas iN^eues 
zu bringen. Sie dienen als Vorarbeit für eine allgemein« 
Theorie im Ä«. 
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IV Vorwort. 

Im VIII. Abschnitt wird gezeigt, daß durch die sym- 
bolischen Methoden in der „analytischen Geometrie der 
Lage" tatsächlich die eleganteste und einfachste Behand- 
lungsart geboten wird, da hierdurch gewissermaßen mit 
den geometrischen Gebilden selbst mathematisch operiert 
wird. 

Für diejenigen, welche mit den symbolischen Eech- 
nungen weniger vertraut, sind, empfehle ich die diesbezüg- 
lichen Kapitel in dem Werke Clebsch- Lindemann, Vor- 
lesungen, Bd. I zur Orientierung. 

Ich kann nicht umhin, an dieser Stelle dem Herrn 
k. k. Professor der Universität Innsbruck, Dr. Konrad 
Zindler, für manchen guten Eat und für die Durchsicht 
von Teilen des Manuskriptes meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Ohiesa di Lavarone, im Juli 1908. 

Der Verfasser. 



Digitized by 



Google 



Inhalt. 



I. Abschnitt. 
Die Komplexe im dreidimensionaleii Räume. 

■^ Seite 

1. Die Symbolik 1 

2. Punkt, Ebene und Gerade 9 

3. Der lineare Komplex 15 

4. Die lineare Kongruenz 17 

5. Drei lineare Komplexe 20 

6. Vier lineare KoÄiplexe 22 

7. Fünf und sechs Komplexe . 24 

8. Die Invarianten eines Komplexsystems 27 

9. Die Ko Varianten und Kontravarianten 31 

10. Die Konfigurationen eines Komplexsystems 35 

IL Abschnitt. 
Systeme von linearen Komplexen« 

1. Der Komplex als Baumelement 39 

2. Das Komplexbüschel 43 

3. Das Komplexnetz 48 

III. Abschnitt. 

Die quadratischen Komplexe. 

1. Allgemeines 54 

2. Die Diskriminante 55 

3. Die kovarianten Systeme 60 

4. Die Berechnimg der An und Ä" 63 

5. Beispiele 66 

6. Das Kleinsche System 71 

7. Die reziproken Systeme 74 

8. Komplexflächen und Komplexkurven 77 

IV. Abschnitt. 

Die linearen Komplexe im vierdimensionalen Räume. 

1. Einleitung 85 

2. Die linearen Bäume des R^ 91 



Digitized by 



Lioogk 



VI Inhalt. 

Seite 

3. Die Identitäten der vierdimensionalen Formen .... 94 

4. Der lineare Strahlen- und Ebenenkomplex 98 

5. Die ebenen Schnitte eines K^^^ 101 

6. Die Nullsysteme un R^ 104 

7. Zu den Invarianten eines K^*^ 106 

8. Das Komplexbüschel 108 

9. Die singulären Gebilde 110 

10. Zum System von drei Komplexen 112 

V. Abschnitt. 
Die linearen Komplexe im JR^ • 

1. Einleitung 115 

2. Der Strahlen- und Baumkomplex 118 

3. Der halbspezielle Komplex 122 

4. Das Nullsystem eines Xf 126 

5. Die Ebene im R^ 134 

6. Die ebenen Schnitte eines JCJ^' • 139 

7. Die Gegen Verwandtschaft 141 

8. Die Doppelebenen eines K!^^ 147 

9. Die ko Varianten Ebenenkomplexe 161 

10. Der halbspezielle und polare Ebenenkomplex 158 

VI. Abschnitt. 

Der Geradenkomplex im JBn« 

1. Einleitung 162 

2. n = 2Ä: + l 165 

3. n = 2 Ä 169 

4. Allgemeines über Komplexinvarianten 172 

VII. Abschnitt. 
Der B^ als Komplexraum« 

1. Die quadratischen ^-i im ftn 174 

2. Der quadratische B^ im. B^ 176 

3. Der Komplexraum 178 

Vm. Abschnitt. 
Die analytisehe Geometrie« 

1. Die Grundlagen 182 

2. Die Symbolik • . 184 

3. Die analytische Geometrie 188 



Digitized by 



Google 



I. Abschnitt. 

Der lineare Komplex im dreidimensionalen 

Ranme. 

1. Die Symbolik. 

Unter einem Symbol versteht man in der Invarianten- 
theorie ein mathematisches Zeichen, das allein keinen Sinn 
hat, sondern erst mit einer oder mehreren Größen zu- 
sammen, denen man dieselbe Bedeutung beilegt, eine 
wirkliche Zahl darstellt. Durch diese Unselbständigkeit 
eines Symbols werden diese den Atomen oder Eadikalen 
der Chemie vergleichbar. 

Das Zustandekommen von wirklichen Zahlen aus 
Symbolen erfolgt durch Multiplikation. Hieraus ergibt 
sich sofort eine Zweiteilung der Symbole: 1. Solche, bei 
denen das kommutative Gesetz gilt, nenne ich „gewöhn- 
liche" Symbole; 2. solche, bei denen das kommutative 
Gesetz nicht gilt, diese nenne ich „Komplexsymbole". 

Die Symbole bezeichnet man durch Buchstaben oder 
Ziffern mit einem angehängten Index, der die Zahlen 1, 
2 , 3 , . . . , n + 1 durchläuft, je nach der Dimensionszahl n 
des Operationsraumes. Ich spreche daher von 1-, 2-, . . ., 
n-dimensionalen Symbolen. 

Sind m gleichartige Symbole zu vereinigen, um eine 
wirkliche Zahl zu bilden, so nenne ich das Symbol 
m-fältig. So stellt z. B. aJJ ^ KiTi + Og x^y in der Theorie 
der binären Formen eine Form nter Ordnung dar. Die 
Oj sind hier gewöhnliche, eindimensionale und n-fältige 
Symbole. 



Weitzenböck, Eomplexsymbolik. 
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2 I. Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 



a) Gewöhnliche Symbole. 

Ich stelle hier nur das Wichtigste zusammen, was 
später im Texte verwendet wird, da ausführlichere Er- 
läuterungen in vielen Werken leicht nachzuschlagen sind*). 

Die zwei wichtigsten Ausdrücke der Formentheorie, 
welche invarianten Charakter tragen, sind die Summe und 
die Determinante von homogenen Größen, wiez. B. tt^=t*i a?i 

\ X^ Xa X 



{xyz) = 



Vi y% y$ 



So ist z. B. durch ai = in der Geometrie der Ebene 
eine Gerade, durch a^^ = ein Kegelschnitt dargestellt. 
In letzter Gleichung sind die o/ gewöhnliche, zweifältige 
und zweidimensionale Symbole, also 

diai = db öti = Otik . 

Wie leicht einzusehen, sind einfältige Symbole mit wirk- 
lichen Zahlen identisch. 

Wenn in symbolischen Ausdrücken Koeffizienten in 
höherem als vom ersten Grade vorkommen, und diese 
Koeffizienten symbolisch dargestellt sind, so könnten beim 
Ausrechnen Zweideutigkeiten entstehen. Wie bekannt, hilft 
man sich dann dadurch, daß man für dasselbe Symbol Oi 
einen anderen Buchstaben, z. B. 6/, schreibt und dann 
alle Oi, hk usw. für sich zu Zahlen vereinigt. 

Ich stelle nun hier die wichtigsten Identitäten zum 
Umformen von Ausdrücken zusammen. 

Für das binäre Gebiet: 

Da 

a[ 02 < 



amc;, 



so wird entwickelt: 



bi M K 

o[ ci c^ 



= 0, 



(1) 



(g^&O cj + (c'gQ hi + jyc') ai = 



*) Vgl. z. B. Olebsch, Die Theorie der binären Formen oder 
Clebsoh-Lindemann, Vorlesungen, Bd. I, 3. Abteilung. 
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1. Die Symbolik, 
und hieraus für Xi = d^, «2 = —^i 

(2) (g^fep jc'd') + (c'a') (b'd') + (b'e') ja'd') = . 
Für die Ebene erhält man aus 

iamcid:,\ = 

(3) (bVrfO ai - {c'd'a') bi + (iVd'l/) cj - {a'h'e')di : 



{i) 



För «i= (eVO» 'wird hieraus: 

J (b'c/d') (tt'e'n - i^'d'a') {b'e/n 

1 + {d'a'V} {c'e'D - (a'b'o'} {d'e'f) = ■ 

Ist hier dl = fi, so wird: 
(6) (t'e'd') (a'e'd') - je'd'a') (b'e'd") + (d'a/r) {c'e'd') ~ . 

Schließlich haben wir im quaternären Gebiet oder für 
die analytische Geometrie des Raumes, da 

[ {b'c'd'e')a's->r{c'd'e'a')b'^ + (d'e'a'&Vi 
j 

' 1 + {e'a'Vc') d', + (a'b'e'd') e^ = . 



Daraus folgt für Xi= {t'g'h')i , wenn wir den Strich weg- 
lassen : 



(V 



(H) 



{bade) (a f g k) + {ade a) {b fgh) + {äe a h) je fgh) 
+ {eah e) {d fg h) -f- ja bcd)(efgh) = . 

Ist liier t^ = f^ , bo ivird : 

{bcde){aegh} -^ {cd <'■ a] {heg h) + (dea b) {e egh} 
^(eahc)(degh}^^Q . 



Ist außerdem d^ ^ gi , so wird : 
(9) jbcde) (aedh) + {cdea) (bedk) + {deab) {aedh) = . 

Hier kommen mir noch sechs GröSenreiheE vor; bei 
weniger ist eine Identität mit vierreihigeB Determinantea 
nicht mehr tnöglicb, 

Digitized byVnOOQlC 
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4 !• Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

b) Komplexsymbole. 

Ich behandle hier vorläufig nur die dreidimensionalen, 
zweifältigen Komplexsymbole. Um ein solches gleich zu 
erkennen, benutzen wir für die Komplexsymbole die Buch- 
staben p^q,r,7t,Q,,..] nur wenn es ausdrücklich 
betont wird, sind a, h , a , ß büb Komplexsymbole auf- 
zufassen. 

Für ein zweifältiges Komplexsymbol gut die Gleichung 

(10) ViVk = —PkPi 
oder in wirklichen Zahlen: 

Pik = —Pki . 

Man sieht sofort, daß beim Eechnen. auf die Schreib- 
weise genau zu achten ist. Wir nehmen immer, da wir 
ja von links nach rechts schreiben, ein linksstehendes 
Symbol als erstes an, d. h. wir setzen für das Produkt PiPt 
die Größe p^. Das Komponieren einer wirklichen Zahl 
aus Komplexsymbolen erfolgt also nicht allein durch 
Multiplikation; es ist hierbei auf die gegenseitige Stellung, 
die die betreffenden Symbole in der Gleichung einnehmen, 
zu achten. Man könnte die Komplexsymbole daher auch 
Vektorsymbole nennen, da sie in bezug auf ein Kompo- 
nieren derselben die Festlegung eines bestimmten Sinnes 
erfordern. 

Aus (10) folgt für i = Ä; : 

(11) pl-Pii-0. 

Wir gehen nun daran, die Summen- und Determinanten- 
form für zweifältige Komplexsymbole zu untersuchen. 
Es sei also wieder wie oben: 

Pu^'^ui^- Pi u[ + P2U^ + PsU^ + 1>4< • 

Das Produkt pu^pv^ gibt dann, wobei beim Ausmulti- 
plizieren der zwei Polynome p«' und p„' genau auf links 
und rechts zu achten ist und da p^^ = : 

Pu'P^ = l>12(w''»0l2 + Pni^'^llZ + Pl4(w''»0l4 + P2S(W'^028 
+ P84(W'^084 + 1>42 (^'-»042 • 

Hierbei ist 
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1. Die Symbolik. 5 

Es ist also 

(12) pu^Pf/ = 2pii{u'v')ik ; 

daraus folgt für u' = v': 

(13) pl = 0. 

(13) ergibt sich auch aus der Eelation pu^Pff = — Pt>'P«'. 

In (13) sind die ui beliebige Größen, nur keine Komplex- 
symbole, insbesondere ist auch pl^ ':^ , wenn ai gewöhn- 
liche, zweifältige Symbole sind. 

Wir setzen nun für Ui und vi Komplexsymbole ql. 
Aus {u'v%i wird dann 

{q'q%k = qiqi — qi qi = 2 qU . 

Somit wird aus (12): 

(14) Pl==2 2p,^q^,. 

Sind *, fc, m, n die vier Zahlen 1, 2, 3, 4, so setzen 
wir immer puc = pinn , wobei von den Paaren {i Je) und (m w) 
immer folgende zusammengehören : (12) und (34), (13) und(42), 
(14) und (23). Hierdurch werden auf der rechten Seite 
von (14) Minuszeichen vermieden. Die Indexgruppen von 
zwei zusammengehörigen Paaren nennt mam „komplementär". 

Aus (14) wird dann: 

p} = 2 Zpit q^n = 2 2'p4„ g,nn , 

also 

(15) p^=f>f • 

Für pi]c = qik oder, wie wir abgekürzt schreiben wollen, 
für p^ = q^ folgt aus (14) noch 

(16) ?>// = HPi2 Psa + Vis P42 + yi4 Pas) - 

Wir gehen nun zu den Determinanten über, welche 
Komplexsymbole . enthalten. Eine solche trat uns schon 

in dem Ausdrucke (p'p^ij^= , , gegenüber. Wir sahen, 

PiPk 
daß {p'p')ik='2pipk^2pik war. Es ist hier offenbar 
der Satz aus der Determinantentheorie, daß eine Deter- 
minante mit zwei gleichen Eeihen verschwindet, auf 
Komplexsymbole nicht übertragbar, insofern die beiden 
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6 I. Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Räume. 



gleichen Eeihen dieselben Komplexsymbole enthalten. 
Entwickelt man 

Vi Pk I 

Vi Pk I 

nach der ersten Zeile, so wird (piPk — PiPi) = 2pii; ent- 
wickelt man aber nach der ersten Kolonne, so erhält man 
PiPk — PiPk^O. Um hier mit dem früheren Eesultat 
übereinzustimmen, müssen wir den Minor pt von pi der 
zweiten Zeile nicht wie gewöhnlich negativ, sondern positiv 
einführen, so daß man anch PiPk + PiPk = '2pik erhält. 
Für eine Determinante, welche zwei Eeihen gleich- 
artiger Komplexsymbole enthält, gelten also nicht die ge- 
wöhnlichen Eegeln für die Ausrechnung einer Determinante. 
Insbesondere verschmndet z. B. die vierreihige Determi- 
nante (ppxy) mcht identisch, obwohl zwei gleiche Eeihen 
vorkommen. Entwickeln wir 



{ppxy) = 



nach der ersten Zeile ganz normal, so wird 
(ppxy) = 2 2pijt{xy)mn' 

Entwickelt man aber nach der ersten Kolonne, so muß 
die Unterdeterminante von p^ d^r zweiten Zeile nicht wie 
gewöhnlich negativ, sondern positiv eingeführt werden. 
Nach zweireihigen Minoren entwickelt, gibt 

(1'7) (ppa?y) = 2 2:pijt(xy)mn 

oder auch 



Pl 


Pi 


Ps. 


Pi 


Pl 


Vi 


Ps 


Pi 


a?! 


Xi 


«8 


«4 


Vt 


Vi 


Vs 


Vi 



also nach (12) 
(l8) 



(ppxy) = 2 2^pinn(C0y)nin , 

(:ppxy)= 2pipi . 

qi , so wird, wenn qi Komplex- 



Setzt man hier x = y 
Symbole sind: 

(19) {ppqq)-{p'q') = 2pr' 
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1. Die Symbolik. 7 

Haben hier ^^ und q^ dieselbe Bedeutung, so ist nach (16) 

(20) (l>pqq)=- 8(pi2P34 + VnP^2 + PiaV^s) = (p'p'i'gi') - 
Führt man uivy — viuy aus, so wird: 

wo sich die Summe auf alle sechs Indexkombinationen er- 
streckt. Wir setzen hierfür, analog der Summe Ux = HuiXi , 
die Abkürzung {u'v\xy)i also 

(21) uiV^ — v'^u'y = {U'v%y) = (^y)(uV) . 

Daraus wird für u' = v^=p' 

(22) {p'p%y) = 2pipi^(ppxy). 
Ist hier weiter ooi^ yi = qi, so kommt 

(23) (p>0(,,) ^2pl^2p;,'^{ppqq)^ (pYq'q') > 

Wir gehen nun daran, die Formeln (6) und (7) für 
den Fall aufzustellen, daß unter den Größenreihen a< , b» , 
Cij ... auch Komplexsymbole vorkommen. Setzt man 
in (6) statt a/ und 5/ die Komplexsymbole pl ein und 
berücksichtigt das über Determinanten mit Komplex- 
symbolen Gesagte bei der Entwicklung von 

Pi Pi Pi Pi Px 
Pi pi Pi pi Px 

di , . . d:, 

ei . . . 6^ 
nach der letzten Kolonne, so erhält man: 

-2(p'c'd'e')pi + (d'e'p'pyi.+ {e'p'p'c')di 

.+ (j>'p'c'd')ei = 
oder nach Anwendung von (18) auf die letzten drei Glieder: 

(24) {p-c'd'e')pi = pd^pe^ej + PerPedi + Pc'Pd'ej *). 
Wir können ebenso die Determinante 

I Pl P2 ^3 ^A ^t*' I 

*) Vgl. die im Vorwort genannte Arbeit von Waelsch. 
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8 I. Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

entwickeln und erhalten dann eine Gleichung, die ans (25) 
entsteht, wenn wir p\ c% d\ e% x durch p, c, d, e^ u' 
ersetzen, also 

(25) {pcde)pu'^ Pd PeCu' + viyidu' + vivk eu' . 

Formel (24) und (25) nennen wir zueinander dual, was 
weiter unten näher begründet wird. 

Setzen wir in (6) nicht nur a' =^V =p\ sondern auch 
c'=Ä'=2', so wird: 

2(p'q'q'e')pi = -2{q'eYv')qi + (pYq'q')ei , 

also nach (18) und (19): 

(26) qp^qu'pi = -Pg^Puqi + ipl' K % 
die dazu duale Formel wird: 

(26 a) qj, qj pu' = — qp- qu' pi + j P^ ^^ - 

(26) und (26 a) sind zwei wichtige Identitäten, welche 
wir oft anwenden werden. 

Haben p^ und q^ dieselbe Bedeutung, sind also mit- 
einander vertauschbar, so können wir im ersten Term 
rechts von (26) p mit q vertauschen und ihn dann nach 
links schaffen. Hierdurch wird: 

(27) qp^u^pi = Pq'Pwqx ^ \pIK « 

Wir setzen nun in (7) für a und e . . . p , für h und 
f . . . q^ für c und g . . . n, schließlich für d und h , . . q-, 
dann werden das erste und letzte Glied in (7) einander 
gleich und es kommt: 

—2(pq7ig)^ + {jiQpp){qq7iQ) + {Qppq){jiqjiQ) 

+ (ppq7i){Qq7iQ) = 
oder 

(28) {pqnQY = 2p^p',qi,Q', + 2p^p:,7i',7i', + 2pip'„Q',Q'„. 

Sind hier p^^ g^, n^^ -q^ gleichbedeutend, so wird durch 
Anwendung von (27) auf die drei Terme der rechten Seite 
in (28): 

(29) (yg^g)^ = l(i>.y-l(?>;y. 



*) Vgl. die im Vorwort genannte Arbeit von Waelsch. 
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2. Punkt, Ebene und Gerade. 9 

Hiermit haben wir die wichtigsten Identitäten zwischen 
Größen, unter denen zweifältige und dreidimensionale 
Komplexsymbole vorkommen, erledigt. Wir wenden uns 
nun zur Anwendung dieser Symbolik auf die analytische 
Geometrie des dreidimensionalen Eaumes. 



2. Punkt, Ebene und Gerade. 

Wir bezeichnen die Koordinaten von Punkten durch 
die Buchstaben a?<, y»-, «<, ... Ein einzelner Punkt ist be- 
stimmt durch die eine Größenreihe a?i , a?2 ? ^s j ^4 • Eine 
Gerade ist durch zwei Punkte x und y, also analytisch 
durch die zwei Eeihen von Größen 



\xy\ = 



Xi X^ O/g x^ 

Vi y^ Vs Va. 



festgelegt. 

Bei einer Ebene endlich genügen drei Größenreihen: 



\xya\ = 



Vi y^ 



^i ^9. Ä^Ä ^A 

zu ihrer Bestimmung. 

Aus diesen Größenreihen, welche wir gleich in Ma- 
trixen zusammenstellten, bildet man nun die Begriffe der 
Koordinaten von Gerade und Ebene. Wir beginnen bei 
der Ebene. 

Aus den drei Größenreihen Xi, yi und Zi von je vier 

Punktkoordinaten lassen sich L j = 4 dreireihige Deter- 
minanten {xyz)i bilden, welche man die „Koordinateii der 
Ebene xyz^^ nennt. Es erscheint also die Ebene, so wie 
der Punkt, durch vier Größen (auf deren Verhältnis es nur 
ankommt) festgelegt. Dies verleiht den soeben definierten 
Koordinaten in Determinantenform selbständigen Charakter, 
wie es ja auch nach dem Dualitätsprinzipe sein muß. 

Wir bezeichnen im folgenden die vier Koordinaten 
einer Ebene dur.ch u\ v% w\ ... 

Bei der Geraden erhält man aus der Matrix \xy\ 

L) = 6 homogene Größen {xy)nf, die „Strahlkoordinaten" 
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10 L Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

der Geraden xy . Diese Größen bezeichnen wir mit png. 
Zwischen ihnen besteht eine Identität, da es nur c»* Ge- 
rade im E3 gibt. Man erhält sie ans (xyxy)^0 in der 
Form 

2(Pl2 1>34 + Pl3 P42 + Pl4 P23) = . 

Hier können wir nun die Zahlen p^^ durch Komplex-- 
Symbole darstellen, denn die dazn nötigen Bedingungen 
Pn = — ^t^ , pi^ == sind erfüllt. Dann erhält obige 
Identität nach (16) folgende Gestalt: 

(30) vl = 0. 



Die Grerade ist im B^ zu sich selbst reziprok, man 
erhält daher auch aus den zwei Größenreihen ui und vi 
für die Geraden sechs Koordinaten pih = (u'v%tj die 
Achsenkoordinaten der Geraden. Zwischen ihnen besteht 
wieder die Identität p^^ ^ , die nichts anderes als (30) 
ist, da sich leicht zeigen läßt, daß man für pa . .. gpmn 
setzen kann, wo ilc komplementär zu mn ist. Wir nehmen 
weiterhin immer pa = pmn an, wodurch die Allgemeinheit 
der Eechnung in keiner Weise beeinträchtigt wird. 

Man sieht hier, daß mit einem einzigen Buchstaben p 
eine einzige Gerade bezeichnet ist; pa sind ihre Strahl-, 
Pii ihre Achsenkoordinaten. Es wird hierdurch an Zeichen 
gespart, was bei Eechnungen, in denen mehrere Gerade 
auftreten, sehr wünschenswert erscheint. Bezeichnet man 
doch auch in Figuren eine Gerade mit einem einzigen 
Buchstaben. Die analytische Unterscheidung von Strahl- 
oder Achsenkoordinaten erfolgt durch den Strich. Indem 
wir nun durchweg Koordinaten von Ebenen mit Strich, 
Koordinaten von Punkten ohne Strich schreiben, wird 
eine gleichmäßige Schreibweise erreicht. Jede Summe wi 
mit invariantem Charakter enthält dann ein gestrichenes 
und ein ungestrichenes Symbol. Hierdurch erklärt es sich 
auch, daß wir die Ebenenkoordinaten mit ui und nicht 
mit Vi schlechtweg bezeichneten; femer, daß wir z. B. auf 
S. 2 für die Gleichung eines Kegelschnittes a^^ = 
schrieben und nicht wie gewöhnlich aj = . 

Durch diese Schreibweise wird ferner bewirkt, daß in 
einem Determinantenfaktor {ah cd) nur gleichartige Größen 
vorkommen, d. h. entweder lauter gestrichene oder un- 
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2. Punkt, Ebene und Gerade. H 

gestrichene. Eine Determinante der Form (a'hcd) wird 
in unseren Eechnungen nie auftreten. 

Die Bedingung, daß ein Punkt x in einer Ebene u' 
liegt, drücken wir analytisch durch ui ^ o?«' = aus. 
Es ist dies für variable x die Gleichung der Ebene u% 
für variable u' die Gleichung des Punktes x. 

Es seien a?, y und z drei Punkte. Die Geraden (xy) 
und (zy) haben die Koordinaten 

Pik==i3oy)ik 
g[ik = {^y)ik' 

Da nun (xyzy) ^^0 ist, so wird auch 

^{^ y)ik {^ y)mn = oder ^pn, g„»n = , 

also die Bedingung, daß sich zwei Gerade p^ und q^ 
schneiden 

(31) y^=g|. = 0. 

Läßt man hier qi^. variabel, aber stets so, daß gj. ^ 0, 
daß also durch die sechs Größen qit eine Gerade dar- 
gestellt erscheint, so wird, wenn wir n statt q schreiben: 

(32) 7il. = oder :7r;^ = , 

die „Gleichung" der Geraden p^ . Sie erscheint also dar- 
gestellt durch die Gesamtheit der sie schneidenden Ge- 
raden. 

So schneidet z. B. n^ die Linie (xy), wenn 

^^ik{^y)ik^o 

ist oder nach (18) 

(33) JiiTzj^O. 

Dies ist die Gleichung der Geraden (xy). Ebenso wird 
die Gleichung der Schnittlinie zweier Ebenen u' und v' 
in der zu (33) dualen Form: 

(34) Jtu' 71^' ==0 . 

Hierdurch erklärt sich auch das auf S. 8 über die 
duale Form von Gleichungen Gesagte, man vertauscht 
gestrichene und ungestrichene Symbole. . In dieser Ver- 
tauschung liegt das analytische Aussprechen eines dualen 
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12 I* Abschnitt. Der ] ineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

Läßt man in (33) x veränderlich und setzt n^ = p^ 
als konstant voraus, so ist 

(35) pipi^O 

die Gleichung der Ebene (p^y). Ebenso ist 

(36) P«-P.— 

die Gleichung des Schnittpunktes der Ebene v' mit p^ . 

Wir geben nun im folgenden einige einfache Beispiele 
aus der analytischen Geometrie des Baumes, die die große 
Ökonomie und Eleganz der Eechnung mit Komplexsym- 
bolen zeigen sollen. 

1. Es seien p^ ^ q^ und y gegeben. Es soU die Glei- 
chung jener Geraden durch y gefunden werden, welche p^ 
und q^ schneidet. 

Sind u' und t?' die Ebenen (p^y) und {q^y)^ so ist 
^«'^r' = die Gleichung der gesuchten Geraden. Nun ist 
nach (35) für die ui und t?< zu setzen: pipi und qiqi, so 
daß also, die Gleichung 'der gesuchten Geraden wird: 

(37) Jip'7ig^piqi==0. 

Ebenso erhält man dual die Gleichung der Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte von v' mit p^ und q^i 

(38) nlpTigp^q^ = 0. 

Zu diesen Gleichungen gelangt man noch auf fol- 
gendem Wege, wobei wir uns nur auf (37) beschränken. 
Die drei Ebenen u\ v\ w' mit den Koordinaten pipif 
qiqi und jiiJiy müssen durch die gesuchte Gerade gehen; 
der Schnittpunkt {u'v'w^ ist dann unbestimmt, d. h. es ist 

wo o' ganz beliebig ist. Es wird also 

{p'q'no')piqi7r^ = 0, 
woraus nach (25) wird, da Py^ ^0 und ^y^ eee ist: 

(p'q'7i'7t')piq;.o'y=^0, 
also da Oy^^O, erhält man 

(p'q'n7z')piq;:^0, 
was nach (18) auf (37) führt. ^ 
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2. Punkt, Ebene und Gerade. 13 

Mmmt man in (37) n^ als gegeben an und läßt y 
veränderlich sein, so liegt y auf einer Geraden, die p^, q^ 
nnd 71^ sehneidet. Es ist also Ttp^TZq^p^qi = die Glei- 
chung der durch p^, q^ und n^ gegebenen Eegelfläche 
2. Ordnung; ihre Gleichung in Ebenenköordinaten ist 
nach (38): 

7t^ 7tq Pu' 5«' = . 

Sowohl (37) als auch (38) sind nur scheinbar in p^, 
q^ und 71^ unsymmetrisch. Durch Anwendung von (26) 
wird aber 

np'7lq;Pyqy = —pjt'Pq'^iqi . 

2. Es sei a^^ = eine Fläche 2. Ordnung F2 . Der 
Schnittpunkt der Ebene u' mit p^ hat die Koordina- 
ten PiPu'f er liegt auf F2 , wenn 

(39) apagPu^qu' = 

ist. Ist hier p^ = q^ konstant, so ist dies die Gleichung 
der Treffpunkte von p^ mit F^ . Für konstante u' ist 

(39) die Gleichung der Schnittkurve von u' mit F^ . 

3. Zwei Punkte y und z haben bezüglich a^^ = die 
Polarebenen aiai = und üzai = 0; deren Schnittlinie wird 

7ta' ^b* (lyJ)z = y 

oder durch Vertauschung und für (yz) = p^ 
I 7ta^ 7ib^{ay hz — ai &^) = , 

(40) 7l^,. = 7la'7li,^pa^pi,^:^0. 

Dies ist die zu p^ bezüglich F2 konjugierte Polare q^; 
sie schneidet p^ tui p^ = , d. h, es wird 

(41) ^g-^fe-gg-gy = 

die Gleichung von ^^2 ^^ Linienkoordinaten. Will man 
in (41) gestrichene Koordinaten, so wird nach (18) 

4. Es seien F^ ^ a^^ = und $2 ^ ««^ = zwei 
Flächen 2. Ordnung. Für die Schnittpunkte x^x + x^y 
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14 I. Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

der Geraden p^ =: q^ = r^ = (xy) mit F2 und $2 ergeben 
sich die beiden quadratischen Gleichungen: 

xla'J^+ 2x^x^ai,a'y + xla'y^ =0, 

x\ «^2 -\. 2x^X2 oci (x'y + xl(x^/ =^0. 

Die Invarianten dieser beiden Formen sind: 

A2 = ^iVr - <ociß:,ß; = 2p^^pß^q^^qß^ , 

A2 = a^^(xi'^ — 2 < a; öci a^ + a^^ a^^ = 4 p«- ^a' g^- g«- . 

Hier geben D^ und D22 gleich Ifull gesetzt J^'g und 
02 iii Linienkoordinaten. Ist D^^ = , so liegen die vier 
Schnittpunkte harmonisch; solche Geraden (yz) bilden 
dann den quadratischen Komplex: 

(42) ^a'^a'Qa'Qo^' = - 

Fallen von den vier Schnittpunkten zwei zusammen, 
die zu verschiedenen Flächen gehören, so ist 

AiA2-^?2 = 0, 

somit wird die Gleichung der Schnittkurve von F2 und 0^ 
in Linienkoordinaten 

(43) y g- Pb^ qa' qb' r»' Tß^ 8^^ 8ß' — pg' p^' qg' q^^ n'-rß^ Sf,- g^r == » 

Sie erscheint als besonderer Komplex 4. Grades. 

5. Schneiden sich p^ und q^, so bietet sich die Auf- 
gabe den Schnittpunkt und die Ebene (p^q^) zu ermitteln, 

Ist y ein beliebiger Punkt des Baumes, so hat die 
Ebene (p^y) die Gleichung pipi = 0, q^ schneidet sie im 
gesuchten Punkte: 

(44) qwqp'Pi^O) 

y ist hierbei ganz willkürlich. Dual erhält man die ge- 
suchte Ebene {v^q^)'» 

(45) qiqpPv' = 0- 

6. Es seien p^y q^ und r^ drei Gerade, welche sich 
gegenseitig schneiden; also p^^ = pl^=^ ql^ = , Sie können 
nun entweder in einer Ebene Hegen, oder durch einen 
Punkt gehen. Wir suchen hierfür dag analytische Kenn- 
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3. Der lineare Komplex. 15 

zeichen. Liegen alle drei Geraden in einer Ebene, so 
können wir die Gleichung derselben aus zweien der Ge- 
raden, etwa p2 und q^^ finden nach (45). Der Schnitt- 
punkt von r^ mit dieser Ebene (p^q^) wird dann un- 
bestimmt, d. h. 

(46) ru^rg^q^p^ — O. 

Dual gehen p^, q^ und r^ durch denselben Punkt, wenn 

(47) rirjqp^pi^ O 

ist. Sind beide Bedingungen erfüUt, so gehören p^y q^ 
und r^ demselben Büschel an und es ist, wie unten ge- 
zeigt wird, jupn = qij, + Ar»* . 

3. Der lineare Komplex. 

Die Gleichung der Geraden p^ war ti^, ^ jt^^ == . 
Zwischen den pij^ besteht die Gleichung p^^O . Lassen 
wir diese fallen und schreiben a statt p , wobei die a jetzt 
Komplexsymbole sind, so ist durch 

(48) Kg = nl = <^ = 

ein linearer Komplex K^ dargestellt. Wir bezeichnen 
weiterhin mit K^ den Ausdruck „linearer Komplex". 

Ist (j?a' = ^11 = , so ist Ka spczieU, a^ ist seine Achse. 

Soll (py) dem K^ angehören, so muß 

(49) ^y = a^< = 

sein. lEly ist die zu y konjugierte Ebene oder Nullebene. 
Ebenso entspricht jeder Ebene t?' ein Punkt 

(50) P^^ = a^^a^^ = 0. 

Nehmen wir statt v' in (50) ^y, so muß P„' mit y 
identisch sein, wenn diese Komplex Verwandtschaft (Null- 
system) umkehrbar sein soll. Es wird dann: 

JS^y = au'a6'&y = 
oder nach (27) 

d. h. man erhält nur dann wieder y , wenn JL^ ^ , also 
Ka nicht speziell ist. 
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16 L Abschnitt. Der lineare Komplex im dzeidüneiisioiialen Baume. 

Anch auf folgende Weise kommen wir m diesem 
Eesnltat. Das Xnllsystem wird durch die Gleichangen 
kui ^ aiai aasgedrückt und ist dann umkehrbar, wenn 
die Determinante D = Ott der Koeffizienten rechts nicht 
verschwindet. Es ist nun 

also nach (29) 

(51) l> = iV^?i. 

Sind y und z zwei Punkte auf p^ , so schneiden sich 
E^ und Eg längs der zu p^ bezü^ch des K^ konjugierten 
Geraden Gp». Da 

Ey = aia;^0 und Ez = aiai=bibi = 
ist, so wird nach (34) 

(52) Gpi -^ ^m'^b'Vm'Vb' = - 

Man bemerkt die große Analogie mit (40), nur sind 
hier die a' und h' Eomplexsymbole. 

Durch die zu (52) duale Gleichung erhält man eben- 
falls für GpiZ Jt^Tibpipi = 0, was mit (52) identisch ist. 

Wir formen nun (52) mittels (26) um. Es wird 

Tia-nt-a^h; = —a^af^^Ti^pt,' + i^l^pl ; 

hier wird das erste Glied rechts nach (27) =— i-^^uJi^, 
also erhält man 

(53) G^ = -\A,,*7ti.+ \nl.pl. 

Also: jjGp% gehört einem Eomplexbüschel an, welches 
durch p* und Ka bestimmt wird". Für A^^ = erhält man: 

„Die Achse eines speziellen Ka ist konjugiert zu allen 
Geraden." Soll p^ ihre konjugierte Gpt schneiden, so muß 
für p* = g* der Ausdruck qa'ih'Va'Vh' verschwinden, oder 
es muß 

d. h. p^ = sein. Ist dies aber der Fall, so wird nach (53) 
d. h. „Jede Komplexgerade ist ihre eigene Konjugierte." 
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4. Die lineare Kongruenz. 17 

4. Die lineare Kongruenz. 

Zwei lineare Komplexe Ka und K^ bestimmen ein 
Büschel {Ka , Ä^«) : x^Ka + x^Ka^O. Die c»« Geraden, 
welche allen -ff« angehören, bilden eine lineare Kongruenz C«, « 
(Netz), den „Schnitt" von Ka und Jff« . Ein Komplex K^ 
des Büschels (Ka, -ff«) sei 

(54) K^ = Xi Ttg. + Xg yg^. == . 
Seine Invariante A^^ wird: 

(55) JLhx = xiuin + 2^1 ^2^12 + XIA22 . 

Hierbei ist aj/ = a^' = ^i2 die simultane Invariante 
beider Komplexe. 

Im Büschel {Ka , -ff«) gibt es also für JLxx = im all- 
gemeinen zwei spezielle Komplexe, deren Achsen die Leit- 
linien der Ca,« sind. Aus (55) folgt für A^^ = 

Hl A^i + CiH^X^ -a.j2 ~r ^2 -^22 ^^ ^ 

T~ ~ "1 V7~-^12 ±y-^l2 —' -^11-^22) 5 
^ -^11 

SO daß die Gleichungen der Leitliniea werden: 

(56) {-A,,±iD)7il + A,,7il.^0 

für D = J.?2 — -äiiJLgg . (56) ist nur scheinbar bezüglich 
Ka und -ff« unsymmetrisch. D ist die Diskriminante der 
Kongruenz. Ist D = , so fallen die Leitlinien zusammen, 
die Ga,a ist parabolisch. 

Es seien jff« + ^i ^« = und jff« + ^ ^« = die Leit- 
linien. Sie schneiden sich, wenn 

2{<lih + K OCii) {amn + ^ (Xmn) = 

wird, oder für 

All -\- Ai2 (/-i + /g) + A-i Ag -^22 ^^ ^ • 

Nun sind Xi und k^ aus (55) die Wurzeln, also 



^22 


2 L — ^^ 
^22 


somit erhält man als Bedingung 




A\2 + A11A22 = 


-i> = 0, 


Weit zen bock, Komplexsymbolik. 
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18 L Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

d. h.: ,,Der Fall von zwei getrennten, sich schneidenden 
Leitlinien kommt nicht vor, wenn nicht alle K^ sx>eziell 
sind. Die Leitlinien fallen entweder zusammen oder haben 
keinen Punkt gemeinsam.'^ 

Bin weiterer, neuer Fall tritt ein für jiii=J.i2 =^22=0, 
d. h. Ka und K» sind speziell und ihre Achsen schneiden 
sich. Dann verschwindet jedes ä^h ; alle K^ sind speziell 
und ihre Achsen schneiden die von JT« und JT«. Es 
können nun die drei Achsen von X«, JSC«, K^ entweder 
durch denselben Punkt gehen oder in derselben Ebene 
liegen.. Das Kennzeichen dafür gibt (46) und (47). Es 
wird z. B. (46) für JT«, K» und K^ gebildet: 

Q = x^au^ab^haoc^' + ^2 ^u'^^b'^ßv' = »lOi + «2 O2 • 

Ol enthält nach (27) den Faktor A^ , also Q^^Oj 
dann ist nach (26) 

O2 = —(^a'(^u'0.ßßv' = +a<x^au^OCßßf,' — i JI12 ßu'ßv' 

^aa'au'OCßß^ 

und dies enthält nach (27) den Faktor Ä22 , somit ist 
auch Q^^O und daher Q ^0 . Ebenso findet man, 
daß (47) für Ka , K» und JT« identisch verschwindet. Die 
Achsen der K^ bilden also jein ebenes Strahlenbüschel. 
K^^x^nl.-\-x^n\^=^0 ist dann speziell und stellt eine 
Gerade r^ dar, deren Koordinaten r/* = x^ Oi* + x^ aj* werden. 
Die Ca,a ist Singular. Somit haben wir bei einer 0«,« 
drei wesentlich verschiedene Arten: 1. allgemeine 0«.«, 
2. parabolische und 3. singulare Kongruenz. 

Ist y ein Punkt, so bilden die Ey bezüglich der K^ 
ein Büschel. Eine Ebene desselben hat nach (49) und (54) 
die Oleichung 

JB<r> = x^Ka'y + ^2 <o^i = ^i^y^ + «2 4"^ = 

mit der Achse Tia' n^' a'y (Xy ^ ^ welche am einfachsten als 
Schnitt von Ef^ und BS^^ erhalten wird. Das Doppel- 
verhältnis der vier Ebenen Ef , E<^^ , E^^) , E^^) wird 

^1 K 
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4. Die lineare Kongruenz. 19 

Sind K^ und Kx die Leitlinien, so wird 

also von y unabhäTigig, 

Ist Ajg = 0, SO wird e = ^1^ die Komplexe liegen 

involutori^cfa. Demgomäö kann man auch sap^en: 

„Zwei spezielle Jfj liegen invohitoriseb^ wean sicli 
ihre Achsen schneiden,'* 

„Ein allgemeiner K^ und ein spezieller ^| liegen in- 
Tolntoriscli, wenn die Achse des letzteren dem ersteren 
angehört,'* 

„Ein ^1 ist speziell, wenn er mit sich selbst iu- 
volutorisch ist.** 

Wir kommen im Abschnitte über Komplexsysteme 
noch näber auf die Kongruenzen zurück und werden ins- 
besondere für die linearen Kongruenzen besondere Ko- 
ordinaten einführen. Hier sei nocli folgende Aufgabe gelöst: 
Waön schneiden sich die zu p^ bezüglich K^^ und K^ 
konjugierten Geraden Gp% und Q^A Es ist 

und die Bedingung, daß sich beide schneiden wexden, 

mittels (26) und (27) umgeformt erhält man den quadratischen 
Komplex: 

Bilden wir aus (56) das Produkt der beiden Leitlinien, 
so kommen wir auf dieselbe Gleichung. Die gesuchten 
Geraden bilden daher einen besonderen quadratischen 
KompleXj der ans den Treffgeraden der beiden Leithmen 
gebildet wird. 

Bei einer parabolischen Ca^a wird (57) ein ToUständiges 
Quadrat; bei einer singulären Ca^cc g^oügt jede Gerade 
der gestellten Bedingung. 
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20 ^ Abflchnitt. Der lineare Komplex im dreidimensioii^leii Baume. 

5. Drei lineare Komplexe. 

Die drei K^ seien: X^ = ä:. , K^=K^, K^^K^. 
Alle Geraden, welche dem Systeme 

angehören y bilden die eine Regelschar 8^ einer Fläche 
2. Ordnung ^^g. Die andere Schar 8^ wird von den 
Achsen der 8x>eziellen K^ des Systems -? gebildet. Die 
Gleichung einer solchen Achse ist 

(58) x^K, + y^K^+x^K^ = 
mit der Bedingung: 

(59) JfxM« + 2i:xiXtAii = . 

Eine Gerade p* schneidet eine Erzeugende der Schar 8^ , 
wenn nach (58): 

ist. Dies gibt mit (59) zwei Werte für x<, wie es sein 
muß, da p2 die §2 i*^ ^^^^ Punkten trifft und durch jeden 
dieser eine Erzeugende von 82 geht. Die beiden Lösungen 
fallen zusammen, wenn p^ = ji^ die F2 tangiert. Wir er- 
halten also die Linienkoordinatengleichung S^ von g, in 
der Form: 



(60) 





An 


Äu 


^,3 


Jf, 


f — 


^21 


M, 


^23 


^^ 


2 


^31 


^32 


^33 


^3 




^1 


^^ 


^t 










Die Forderung, daß die drei, dem Punkte x. bezüglich 
£^1 , JBCg , K^ konjugierten Ebenen demselben Büschel an- 
gehören, gibt die Gleichung von F^ in Punktkoordinaten 

[vgl. (38)]: . 

(61) i^2 = <^«-^tn-^xWi = 0. 

Dual wird die Gleichung in Ebenenkoordinaten: 

(62) ^2 = <am(^u'mu' = ^ . 

Gehen wir von ^2 ^^^s, so muß $2 die Koeffizienten 
vong2 io^ dritten Grade enthalten; wir sollten also in (62) 
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5. Drei lineare Komplexe. 



21 



noch einen Faktor M hinzufügen, der in den Koeffizienten 
von ^2 quadratisch ist. Wir schreiben nun statt ^2 • • • ^^2 
und bilden die Diskriminante von gg ^^^^^ der Formel 



D 



1 w 



d^F, 



e^^. 



A j^j^ dxidxjt dviduk' 
Wir erhalten: 

42) = MZÜa^ai^^h^ioCimi + «iW^ {ßini + ßini) 

2D = Ji + J2; 

hier können wir J^ und J2 durch Anwendung von (26) 
und (27) durch die Äa und Aijt ausdrücken. Wir unter- 
lassen hier diese Umformung, da wir später allgemein 
darauf zurückkommen. 



-^13 
-^23 
-^33 



Um nun M zu bestimmen, leiten wir ^2 direkt aus F2 
ab. Ist ^i = g^^==0, so wird 0i=^ {g'rVvy = . 
Hierbei sind g' = h^ = V gewöhnliche Symbole. Nun liegt 
aber 3^2 i^ (61) Dicht in dieser Form ^^^ = vor. Wir 
können jedoch 0^ f^r ^2 ^^^ {g'h'i^v')^ derart ableiten, 
daß wir nach und nach für gik, Mk und iU setzen: 



Setzt man 












An 


Ar, 


A = 


\A,,\ = 


A,, 


^B2 


nrA 




^31 


^32 




D = 


M 
16 


A. 



denn es ist ja 



-\{ocimic + ocitmi)ac^am' , 



(63) 



So erhalten wir 

+ 3{cc'ßrv') {m'n'fv')]a^'Qm^hß^ln'Cy'Cv . 
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22 I- Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Bamne. 

INach weiterer Eeduktion bei Anwendung der Glei- 
chungen (25), (26) und (27) wird 

*2 =16 Jaia^au'W«', 

somit ist M = 16A und 

(64) B^AK 

Ist A = , also auch JD = , so wird wegen (60) W^ 
ein vollständiges Quadrat, gg ist ein Ebenenpaar mit 
einem auf der Achse liegenden Punktepaar ^g , ein Kegel 
oder Kegelschnitt kann als Entartung nicht auftreten. 

Sind die 3 Ki speziell, so wird J) = 4 J-fs Alz ^li . S2 
bzw. (&2 degeneriert also nur, wenn sich die Achsen von 
zweien der Ki schneiden. Lassen wir von den 3 Ki etwa 
Km veränderlich, aber speziell sein, so wird die Bedingung 
zf = zu 



0, 



was auf (57) führt. K^ schneidet also dann eine Leitlinie 
der Kongruenz C«,«. 

6. Tier lineare Komplexe. 

Da drei von den 4-ff< {Ka, K», K^, Kg) eine g^^ be- 
stimmen, so untersuchen wir zuerst die Beziehungen 
eines K^ zu einer gg • Es sei 

-B^m = ^2,' = und F^ = <' = 

gegeben, wo ai jetzt gewöhnliche Symbole sind. 

Ist p2 eine Gerade, so ist ihre Polare bezüglich F^ 
nach (40): ^a' ^b' Pa' Vb' = . Sie gehört K^ an, wenn 
nia'mb'Pa'Pb' = ist, somit wird 

(65) Km ^ ^a^ ^b' f^a' '^b' =^ 

die Gleichung des zum Km bezüglich g^a polarkonjugierten 
Komplexes. Dessen Invariante Amm wird 

Ainm = i(a'&'c'öO«4&Aö;c« = :^{a'yc'dy {mmnn) 



Al 


An 


s:^ 


^tl 


^M 


ifs 


^1 


if« 
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6. Vier lineare Komplexe. 23 

wenn A = ^{a'h'e'ä')^ gesetzt wird. Km ist also speziell, 
wenn K^ speziell ist oder wenn F^ degeneriert. 

Km um KU bestimmen eine Kongruenz. Da die 
simultane Invariante jB von K^ und ^^' gleich Wa'Wj,' na'W^' 
ist, so erhält man für die Leitlinien L^ und L^ : 

(66) Amm + 'ii^B + X^AAmm-O^ 

L^ und L2 sind konjugiert bezüglich F^ ; sie schneiden 
^2 iu vier Punkten, welche miteinander verbunden die 
vier Erzeugenden liefern, welche K^ (und Kit) angehören. 
Jede Erzeugende von 3^2 ^** bezüglich K^n eine konju- 
gierte Gerade. Diese bilden die zu gg bezüglich K^ kon- 
jugierte Fläche 2. Ordnung. Für deren Gleichung in 
Ebenenkoordinaten erhält man leicht ^2 ^ ^m K w„' w„' = . 
<p2 und F2 schneiden sich nach den vier, dem K^ und 
der ^2 gemeinsamen Geraden. 

Ohne auf Spezialfälle weiter einzugehen, behandeln 
wir noch kurz den Fall, daß die Wurzeln von (66) gleich 
sind; dann ist 

(67) C = B^^AAI^ = 0. 

Wir nehmen nun statt gg <ii® ^on K^ , K^ und K^ 
bestimmte Fläche ^4 und setzen K^ = ^4 . jB gehe dann 
über in /Z4. Dann kommt statt (67) wegen (64) 

(68) 771-^14^1 = 0. 



Hier ist A\ die Diskriminante von ^4. Die auf ^4 
von den gemeinsamen Linien gebildete Schar sei 8^ , die 
andere, welche von den Achsen der speziellen Komplexe 
x^ Kl + X2K2 + x^K^ = gebildet wird, 8^ . Von den vier 
Geraden, welche ^4 und 7^4 gemeinsam haben, gehören 
zwei zu 81 und zwei zu 8^ . Es gibt also im allgemeinen 
zwei Gerade, welche 4 JT^ angehören; sife seien L^ und ig • 
Li und L2 gehören der Schar 81 an, können sich daheg» 
nie schneiden, sondern höchstens zusammenfallen. Dieser 
Fall muß in dem allgemeinen, durch (68) gegebenen, ent- 
halten sein. Es können aber auch die beiden anderen 
Erzeugenden, welche 82 angehören, zusammenfallen, dann 
muß (68) ebenfalls erfüllt sein. Tatsächlich zerfällt (68) 
in zwei Faktoren. 
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yadb ^€5i erhäh man 27^^ v€^ii nkan in der linien- 
k-o^wditiateiigieiehaiig xon $4 statt jt- f^ eönsietEt. Also 



n. 



^u 


^1. 


^x. 


^» 


^ 


A^ 


^ 


^« 


^« 


^ 


^« 


^« 


^« 


^« 


J« 






— J -444 J4 - 



B» fet DUO l«cbt ra zeigen, daß 11^ = den Fall 
kennz/^cYmet, wo die beides in ^2 entbalteneii Eneiigeii- 
den voa 5* xosammenfüllen- Fnr diese Erzeugendoi be- 
utebeo die GleiehoDgea 

Die EltmiDation der 9^ f übrt dann auf n^. Ist J = , 
iio fallen die zwei Greraden, welche allen 4: Kg angehöien, 
zttKammen« • 

7« Fünf und seebs Komplexe. 

Die Pordernng, daß ein K^ mit einem K^ invointo- 
rimh liegt, ist einer Bedingung äquivalent. Sind daher 
6 Kl gegeben, z. B. K^^ Ka^ K^j Kg und fj, so erhalt 
man einen einzigen K^ , welcher mit allen 5 Ki involuto- 
ri«eb liegt« Setzt man 



71x2 



<h$ «14 ^3 %4 



»42 



^48 



= (a^xm^ZTi) , 
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7. Fünf und sechs Komplexe. 



25 



so wird die Gleichung des mit den 5 Ei involutorisch 
liegenden Komplexes: 

(71) K„ = {7zaxmgl) = 0. 

Da nun (naocmgl) = —{jz^a^ (x'm^ g^V), so erhält 
man, wenn man (71) mit (tz^ a^ oc^ m^ g' V) multipliziert 
und den Faktor 2^ in das Produkt der Determinanten 
eingehen läßt: 



(72) 



-El 








E, 


E^ 


^8 


E, 




El 


Ai 


^13 


^13 


^. 


1 

2« 


E, 
E, 
E, 
E, 


^1 


• 


• 





E, 



M5 



0. 



-^55 

Wir bezeichnen nun den Minor von in (72) mit D 
und dessen vierreihige Minoren mit jB^^, dann wird 
statt (72); 

(73) ^E^iBji - 2 2:KiKiBn = . 

Sind die Ki speziell, so ist dies [oder (72)] die Glei- 
chung des durch fünf Gerade bestimmten Komplexes 
(zum Quadrat erhoben). Feiner folgt aus (72) die Be- 
dingung, daß sechs Gerade demselben Komplexe angehören. 

(74) 1-^11 -^22 -^38 -^44 -^55 -^66 1 =Q' 

Unter welcher Bedingung ist nun der durch (72) ge- 
gebene Komplex K„ speziell? Es sei 

dann wird nach (71), wenn wir den Proportionalitätsfaktor 
weglassen, z. B. 





Qn = 



1 

«12 

^12 

^12 

^12 

^12 




«14 «23 «34 




«42 



"42 
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26 I* Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 
10 

«12 «13 «14 «28 «M «42 

^12 

Wi2 

?12 



^34 



Also wird 



Vv 



U' 



QiiQu^ — 



25 



1 

2 «12 

2 a. 



'42 



«12 oc[2 rni2 9n 



18 



2 m 



12 



2</l2 
2^12 



Ml 



»^21 



■^31 



»•41 



■^51 



M2 



^ 



13 



Zi2 
^5 



"■55 



Entwickelt man dies und summiert nach allen Index- 
paaren, so wird: 



Da nun 



so wird auch 



5D==^22:Ai,Bi, + 2ÄiiBii, 



Kq ist speziell für 
(75) 



—2^(62) -22:^,5«); 



^D — 2AiiBii^0 



Sind alle Ki speziell, so wird die Bedingung, daß 
fünf Gerade eine Transversale zulassen: 



(76) 



I -^11 -^22 -^83 -^44 -^55 I — ^ ' 



Lassen wir in (75) z. B. K^ willkürlich, aber speziell, 
so gibt (75) die Gleichung der zwei den 4JBC< gemeinsamen 
Geraden als speziellen Komplex 2. Grades. Sind die 4 Ki 
speziell, so erhält die Gleichung der zwei die vier Ge- 
raden Ki schneidenden Transversalen: 
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8. Die Invarianten eines Komplexsystems. 
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(77) 



-^21 
-^31 



M2 



*^18 



■■14 



"^44 



K^ K^ 



^1 




Verschwindet der Kern dieser Determinante, so wird 

(77) ein Quadrat, was mit früherem übereinstimmt. Eine 
der vier Geraden berührt dann die Eegelüäche der drei 
anderen. Die Bedingung hierfür ist also: 

(78) 1^,, ^g ^33 ^44l=0> 

Verschwindet (77) identisch, so liegen die vier Geraden 
hyperbolisch. 

8. Die Invarianten eines Komplexsystems. 

Wir betrachten jetzt Ausdrücke, in welchen nur Kom- 
plexsymbole vorkommen. Dann können wir jeden inva- 
rianten Ausdruck auf Formen bringen, die aus Produkten 
mit Äft' als Faktorentypus bestehen. Denn nach (18) und 
(25) kann jede Determinante {a'h'c'd') oder (a'a'h'e') 
in eine Summe von solchen Produkten zerlegt werden. 

Wir haben uns daher im folgenden nur mit solchen 
Produkten J7= atac'W ... zu befassen. Tritt in 11 ein 
Faktor a^' auf, wo a und h gleichbedeutend sind, so sondert 
sich nach (27) der wirkliche Paktor a^, ab. Wir ordnen 
nun die in // auftretenden Faktoren folgenderweise: Wir 
beginnen mit einem willkürlichen Symbol, z. B. a, und 
schreiben den einen Faktor, der a enthält, also z. B. ay 
an erster Stelle. Anschließend an diesen schreiben wir den 
Faktor aus iT, welcher das zweite V enthält, z. B. 5«; 
an diesen schließen wir c^' usw. Schließlich muß wieder 
ein Faktor p« kommen, so daß iT= Hray&cCd'. . . minp'pi 
wird. Einen so geordneten Ausdruck nennen wir „Kette" 
und setzen 



(79) 



ab'bicd^di . . . pa = [ab c . . . p a] 



Kommen 2 n Symbole in einer Kette Ä vor, so ist St 
ein Produkt aus n Faktoren vom Typus ai/ . Da nun in 
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28 I* Abschnitt* Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

einem solchen Paktor immer ein gestrichenes und ein un- 
gestrichenes Symbol verbunden ist, so muß die Anzahl n 
dieser Faktoren in Ä gerade, also =2fc sein. Es sind 
somit im ganzen 4fc Symbole in einer Kette enthalten. 
Daraus folgt zunächst, daß wir nur Ketten mit einer ge- 
raden Anzahl von verschiedenen Buchstaben a, 5, c,... 
zu untersuchen haben. 

Wir geben gleich ein Beispiel für die Umformung 
eines Ausdruckes 11 in eine Kette. Es war z. B. die 
Gleichung der zu p^ bezüglich des Ka konjugierten Ge- 
raden Op7 nach (52) ^a'^yPa'Pi' = 0. 

Wir können unter die Invarianten, die nur Komplex- 
symbole enthalten, auch veränderliche Strahl- und Achsen- 
koordinaten aufnehmen, da ja diese auch durch Komplex- 
symbole dargestellt werden. Solche Formen nennen wir 
zum Unterschiede von den Invarianten „Strahlformen". 
So wird z. B. als Kette dargestellt 

Durch unsere symbolische Darstellung erhalten wir 
eine Identität zwischen Ausdrücken, die nur Komplex- 
symbole enthalten. Es ist nämlich 
(80) [ahed...pa] = [a'Ve' . . . p'a'] , 

d. h. wir können in jedem Ausdrucke 11 die uugestrichelten 
Symbole stricheln und umgekehrt. Es entspricht dies der 
Dualität der Geraden im R^ zu sich selbst. 

Wir gehen nun zur Entwicklung einer beliebigen Kette 

B ^[abc . . . mnpa] 

über. Wenn wir in E = a^VcCd' . . . np'Pa den ersten Fak- 
tor «ft' zum Schlüsse schreiben, so bleibt das Vorzeichen 
ungeändert und es wird 

B = \bcd . . . pah] = Kcd - . . mnnp'Papv . 

Wir wenden jetzt auf die Paktoren rip'piab' = — ttapia^' 
die Identität (26a) an. .Dadurch wird in B'p mit a ver- 
tauscht und das Vorzeichen geändert; ferner sondert sich 
der Paktor —\Pa^ ab und zu dem neuen B kommt das 
Glied —^ay[bcd . . . mnh] dazu. Es wird also 
B = [ab . . . pa] = [bcd . . . mnpab] 
= —[bc ... mnapb] — ^ap^[bc ... nb] . 
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8. Die Invarianten eines Komplexsystems. 29 

Wir setzen für [& c . . . n &] = Rap , wo Rap ^iciö um 
zwei Faktoren kürzere Kette wie R ist, in der die 
Buchstaben in derselben Reibenfolge wie in R stehen, 
nur daß a und p ausgelassen wurde. 

Wir kennen jetzt die Änderung, die in einer Kette 
durch Vertauschung zweier nebeneinanderstehenden Buch- 
staben hervorgerufen wurde. Wir schaffen nun in 
R ==\bc . . , rnnfali] das Symbol a durch aufeinander- 
folgende Vertauschungen von rechts nach links,, bis es 
wieder an erster Stelle steht. So erhalten wir: 

R = —\bcde . . . mnaph] — ^a^^Rap 

=^+[hcde .. . manph] + ^ a?,.E«„ — |aJ.Äap , 



E = +\baed . . . mnph] + ^a^^Rae — i(id'^ad.+ 

dp' Rap j 



-ia}Ra 



E = —[abcd . . . mnph] — ^a^Rab + . . . — ^al^R^ 



ap 



Hier sind jetzt im ersten Term rechts die ursprünglich 
gestrichelten Symbole ungestrichelt und umgekehrt, nach 

(80) ist also 

(81) 4ig=» -alRg, + alRac- ...+ alRan - a^R, 



ap 



Diese Gleichung zeigt, daß sich jede Kette in 
eine Summe von kürzeren Ketten zerlegen läßt. Die 
<^l"t ö^c? ..• sind schon wirkliche Faktoren, also einfachste 
Invarianten Aijc oder Strahlformen. 

Wir können nun mit Hilfe von (81) wieder jede 
Kette Rah weiter zerlegen. Schließlich kommt man auf 
«ine Kette der Form (abcda), welche nach (81) direkt 
in Größen aj^ zerfällt. Wir haben also die beiden wich- 
tigen Sätze: 

„Jede Invariante eines Systems von linearen Kom- 
plexen ist darstellbar durch die Invarianten An jedes 
einzelnen Komplexes und durch die simultanen Invarian- 
ten Aij^ von je zwei Komplexen." 

„Jede Strahlform eines Systems von linearen Ki setzt 
sich zusammen aus den Formen Ki, An und -A^^." 

Wir können daran anschließend gleich eine weitere 
Folgerung ziehen. Es sei F eine allgemeine, nicht zer» 
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30 ^- Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

fallende Fläche von beliebigem Grade, welche zu einem 
System von K^ (also auch von Greraden) kovariant ist. 
Es sei J* = die Gleichung dieser Fläche, die durch 
irgendwelche Lagc'bedingung definiert sein kann, in Punkt- 
koordinaten Xi. Wenn wir statt x y + Iz einsetzen und 
die Diskriminante dieser Gleichung F(jf + Xz) = bezüg- 
lich k suchen, so erhalten wir die Bedingung, daß die 
Gerade p^ = (ifz) F berührt, also die Gleichung W von 5 
' in Lin Jenkoordinaten, und zwar da wir hier von ^ = 
ausgegangen sind, in ungestrichenen Strahlenkoordinaten pij^. 
Somit erhalten wir nach unserem letzten Satze W als 
Aggregat der Formen -ff<, An und An. So war z. B. (60) 
die Gleichung der durch SK^ bestimmten Eegelfläehe, in 
diesen einfachsten Formen dargestellt. 

üfun können wir in W alle ungestrichenen Symbole 
stricheln 'und umgekehrt; dann kommen als Variable in 
dem neuen Ausdrucke W^ = W nicht mehr Strahl-, son- 
dern Achsenkoordinaten pU vor. Diese Gleichung !P' = 
kann man sich aber genau so aus einer Gleichung = 
entstanden denken, wie man sich F = aus !P=* ent- 
standen denken kann, d. h. !P'=0 ist ebenso die Dis- 
kriminante einer Gleichung <P(t?'+ Aw') = wie W=0 
die einer Gleichung F{y + Hz) = ist. Da nun durch 
W=0 und W=0 dieselbe Fläche dargestellt wird, so 
muß auch F = und <P = dieselbe Fläche darstellen. 
Es ist somit = die Gleichung von JP = in Bbenen- 
koordinaten u\ Dies gilt nur für nicht zerfallende Flächen. 

Wir sind* von g = zu (P = auf dem Umwege über 
W= W^=0 gelangt. Praktisch erhalten wir $ = als 
duale Gleichung von JP = 0. Bin einfachstes Beispiel 
hierfür bietet die Gleichung der durch SJTi bestimmten 
Eegelfläehe; es war F =- am'da^'^xoci und dual 

= amaainu^ocu' . 

Wir können somit folgenden Satz aussprechen: 
„Jede allgemeine Fläche, die zu einem System von 
linearen Komplexen kovariant ist, ist von derselben Ord- 
nung und Klasse. Alle ihre Eigenschaften sind dualistisch 
übertragbar.*' 

Den letzten Teil dieses Satzes illustrieren wir noch 
durch ein Beispiel, da» weiter unten ausführlich behandelt 
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wird. Es seien GK^ gegeben. Jeder Ebene v' ent- 
sprechen dann sechs konjugierte, in ihr gelegene Punkte. 
Diese liegen, wie später gezeigt wird, dann auf einem 
Kegelschnitt, wenn die Ebene t?' eine Fläche 8. Klasse 
^8 = umhüllt. Jedem Punkte y entsprechen bezüglich 
der 6-ffi sechs durch ihn gehende Ebenen. Diese be- 
rühren denselben Kegel, wenn y auf einer Fläche 8. Ord- 
nung ^8 = liegt. Nach obigem Satze sind ^8 = und 
J^'g = identisch. Die Gleichung von F^ und einige 
Eigenschaften sollen später angegeben werden. 

9. Die KoTarianten und Kontrayarianten. 

Eine Form, die nur Punktkoordinaten enthält und 
invarianten Charakter besitzt, heißt Kovariante; enthält 
sie nur Ebenenkoordinaten, so heißt sie Kontravariante. 
Formen mit x und u^ heißen Zwischenformen; solche, die 
außerdem Linienkoordinaten enthalten, wollen wir ge- 
mischt nennen. 

Wir können im folgenden alle drei Arten auf einmal 
behandeln. Der Geläufigkeit wegen sprechen wir von den 
Kovarianten. 

Durch ganz analoge Überlegungen kommt man wie 
oben zu dem Eesultat, daß sich jede Kovariante durch 
Ketten darstellen läßt. Wir sprechen daher nur von letz- 
teren. Bei der Formierung der Ketten beginnen wir hier 
mit einer Variablen, z. B. a? . So wird z. B. die Gleichung 
der durch SK^ bestimmten F2 als Kette 

—[xmaoccc] = —ccm^miaa^oci = . 

Wir ersehen aus dieser Darstellung sofort, daß eine 
Kovariante und Kontravariante, die durch [xab . . . mx] 
bzw. [u^ahc . . , u'] dargestellt wird, stets eine ungerade 
Anzahl von .Buchstaben a, h , c, . . . enthalten muß. Bei 
einer Zwischenform [xab . . . u'] ist diese Zahl notwendig 
gerade. 

Ebenso wie bei den Invarianten können wir hier in 
einer Kette [xahcd . . . mx] zwei nebeneinanderstehende 
Buchstaben durch Anwendung von (26) vertauschen. Da- 
durch wird, wenn man z. B. b mit e vertauscht: 

jB = [a?a&cd. . . mx] = —[xacbd. . .mx] — ^b'^[xd. . .mx]. 
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Ist b mit € ^eichbedeutendy so ist dann 
(82j R = -\hlB\ 

wo Ä'= [xde — mx\ , also eine nm zwo Faktoren kür- 
zere Kette darstellt« Kommen nnn in einer Kette zwei 
oder mehrere Yertansehbare Symbole vor, so können wir 
dnreh Anwendung von (26) die Kette so umformen, daß 
je zwei vertanschbare Symbole nebeneinander stehen. 
Durch (82j fällt dann ein Faktor Ai^ heraus. Wir haben 
dann R zurückgeführt auf Ketten, welche nur mehr die 
Koeffizienten jedes einzelnen Komplexes linear enthalten. 
Solche Ketten nennen wir „Normalketten^*. Waren in 
R nKi vorhanden, so enthält n:ich der Umformung die 
längste Normalkette die Koeffizienten der n Komplexe 
linear. Die anderen Ketten enthalten nicht mehr alle 
Komplexe. 

Wir haben also den Satz: 

,^ede Kovariante, Kontravariante und Zwischenform 
eines Systems von linearen Komplexen ist ein Aggregat 
von Normalketten, deren längste die Koeffizienten aller 
Komplexe enthält." 

Nach diesem Satze läßt sich das vollständige Formen- 
system von Komplexen sofort hinschreiben. Wir geben 
ein Beispiel für die Kovarianten eines Systems von fünf 
Komplexen X<. Es sind elf Formen, und zwar: zehn 
Formen Fm, die je drei der Komplexe enthalten [xiJclx] 
und eine Form FQ^[xl234:bx]. Durch diese elf Formen 
sind alle Kovarianten mit nur einer Eeihe von Variablen x 
darstellbar. Fij^i = ist die durch drei der Ki bestimmte 
Eegelfläche. Die geometrische Bedeutung von Fq ist fol- 
gende: Wir konstruieren zu x die bezüglich JBCi konjugierte 
Ebene, zu dieser den bezüglich K2 konjugierten Punkt usw., 
schließlich erhalten wir eine bezüglich £^5 konju^erte Ebene. 
Soll diese durch x gehen, so muß x auf Fq liegen. Wenn 
wir in FQ=^[xl23 4:bx] die Zahlen 1,2,3,4,5 per- 
mutieren, erhalten wir keine neue Form, wohl aber eine 
neue Fläche. Es ist nämlich z. B. 



Fq^[x12SA5x] = -[xl2S54x]-i4:lF, 



123 



So gibt es 5! Flächen Fq, aber nur eine Form'.Po« 
Liegen aber die Ki gegenseitig involutorisch, so gibt es 
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auch nur eine einzige Fläche Fq . Durch die elf Kontra- 
varianten werden dieselben Flächen in Ebenenkoordinaten 
dargestellt. 

Es seien sechs Komplexe Ki gegeben. Die Ebene der 
drei Punkte a?, y, « sei v\ Ist jiJ/ = einer der 6ir<, 
so wird der zu v' konjugierte Punkt P^^^a^^a^ oder 
a„/(aa?y«) = 0; dies gibt nach (25) auch 

(83) P^ = ujoiai + uja^ai + uja^aj = . 

Setzen wir in v' eine ternäre Koordinatenbestimmung 
fest, so sind, wenn wir das Dreieck x, y, z mit den 
Seiten p^, g^, r* als Fundamentaldreieck einführen, 

die ternären Punktkoordinaten von P„/. Dies ist aber 
dasselbe wie pj. : ql. : rl^ , somit wird auch 

(84) P,. = KpI + < gl '+ <rl ^ . 

Sind nun nl^ = und 7t^=^0 zwei weitere Komplexe, 
so erhalten wir in t?' zwei weitere Punkte mit den 
Koordinaten A^ und jUi. P^, Pi und P^ liegen auf einer 
Geraden, wenn {xX/m) =^0 ist. Kun wird: 

I vi ql rl 



= i I Pl ql rl 
I vi «?' rl 



= ilrö36'^?' 



aia'z aza^ aiai 
(xXfi)=^ hihi hihi hihi 

Cy Cz Oz Ox Ox Oy 

Setzen wir A = {axyz)ae'{hxy z) hc' ^ a„' ft„' a«' fec' > so 
wird: 



2A = (pS'Oi + g^c; + Tic':) (plK + qlci + Tic:) 

also kommt: 

(85) • I vi alr'l\=^^6 O'v' K O'c' h' • 



Es führt dies wie es sein muß auf die llegelflächc 
der Komplexe Ka, Kj, und Ke- 

Es seien in t?" die sechs Punkte x , X, ju , v, ^ und a> 
gegeben, co sei bestimmt durch die zwei in t?' liegenden 
Geraden o' und r% wo aj und t{ ternäre Linienkoordinaten 
sind. Wir setzen für einen Augenblick x und u^ als ternäre, 

WeitzenbGck Komplexsymbolik 
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variable Koordinaten in v' voraus. Dann werden die von co 
nach den Punkten x, X, ßi und v gehenden Strahlen 

Qh 






Qx = 0, 



Ox 7 • ^a^ = ö . 

Qv 

Ihr Doppelverhältnis wird also 

^f ^f ^' ^' 

Ott Ofi Ol Oy 

Qx qIi Qk Qv {^ II co) {X V (o) 

g — '- — • — ^ 

Ox o^i olt Oy (/ juco) (xv (O) 

Qk qIi Qx qI 

Soll t9 anf dem durch x , A , /i , v und co bestimmten 
Kegelschnitt liegen, so muß das Doppelverhältnis e^ der 
vier Strahlen von '& nach x, A, /4, v gleich e sein. Die 
Bedingung wird also 

{KfJi(0)()LV(0) _ {xfA,'»){Xv'd) 
(XllA(0){?CV(0) "" (Xfj,'d)(xv^) ' 

oder wenn wir kurz die sechs Punkte mit 1 bis 6 be- 
zeichnen: 

(12 3)(345)(561)(246)-(456)(612)(234)(513) = 0. 

Nun können wir nach (85) (xX/j) als Kette 

darstellen, wobei sich die Zahlen 1,2,3 schon auf die 
Komplexe Ei beziehen. Wir haben also die Bedingung, 
daß die sechs, der Ebene v' bezüglich der Ei konjugierten 
Punkte auf einem Kegelschnitt liegen jetzt in der Form: 

(86) <?>8 = ^128^845^561^246 -^456^612^284^518 =0> 

Für variable v' ist dies die Fläche achter Ordnung 
und Klasse, von der oben die Eede war. 0^ = ist 
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hierbei eine g^ • ^^^ Gleichung F^ von 0^ ist derselbe 
Ausdruck (86), nur ist statt ^m überall Fm zu setzen. 

Sind die Ei alle speziell, so ist Fg der Ort von Kegel- 
spitzen, welche alle sechs Geraden berühren und gleich- 
zeitig der Ort von Ebenen, für welche die sechs Schnitt- 
punkte mit den sechs Geraden auf einem Kegelschnitte 
liegen. Diese sechs Qeraden gehören jedenfalls der 
Fläche an. 

Aus (86) kann man weiteres noch ablesen: Der Fläche 
gehören die 30 Direktionen der 15 Kongruenzen 0»,* an; 
ebenso die 30 Transversalen, welche je zwei von 4 Ki ent- 
halten. Die Schnittkurven von je zwei Flächen Fm liegen 
ganz auf Fg . 

Bilden die 6Ki ein Kleinsches System, d. h. ist 
Aii = 0, Au^O, so sind, wie leicht nachzuweisen, je 
zwei Flächen Fm und jP^j-y, wo (ilcT) und {i'h'l^ kom- 
plementäre Indizesgruppen sind, identisch; somit wird F^ 
und (&8 ^5 , d. h. in jeder Ebene liegen die 6 P» auf 
einem Kegelschnitt. 

10. Die Konfigurationen eines Komplexsystems. 

Es seien eine gerade Anzahl = 2 n von linearen 
Komplexen K^ gegeben. Wir nehmen 2n^6 an, denn 
mehr als 6Ki sind nicht mehr unabhängig voneinander. 

Einem Punkt y wird, wenn zwei Komplexe Ki , Kjg be- 
liebig gewählt werden, durch die Zwischenform [yi'ku^^O 
ein Punkt zugeordnet, welchen wir einen zweiwertigen, 
zugeordneten Punkt nennen, l^ehmen wir 2 Je beliebige 
von den 2nKi, so ist durch die Zwischenform 

[yl23 ... 2Ä;wT = 

ein 2 fc- wertiger Punkt P2J. dargestellt. 

Da in Pg* die Eeihenfolge der 21c Komplexe nicht 

gleichgültig ist, so gibt es überhaupt (o 1.) (^ ^)- Punkte P2t . 

Daher werden im ganzen dem Punkte y durch die ein- 
fachsten Zwischenformen 
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zugeordnet. Hierbei ist y schon mitgezählt. Vorausgesetzt 
wird ferner, daß Ai^'^Oj da sich sonst (x^n verringert. 
Denn liegen z. B. Ki und Ki^ involutorisch, so ist 

[a?12 ...tfc... wT= -[a?12 ... ^1...^^ , 

gibt also denselben Punkt. 

Wir erhalten so zu jedem Punkte y eine Gruppe 
von «211 Punkten, die wir die zu y gehörige „Komplex- 
konfiguration C^n'* nennen wollen. Ihr steht dual eine 
Konfiguration Oa« von Ebenen gegenüber. 

Es sei P = ^ 1 2 3 . •. . fc wQ « ein Punkt der Cg« . 
Die analoge Ebene von Cin ist B ^ [t?' 1 2 3 . . . fc a?] = . 
Wir fragen uns, wann P in £ liegt. Dann muß offenbar 
[t?' 1 2 . . . fc fc . . . 3 2 1 y] = sein. Hier sondern sich nun 
Icl, (fc— l)?i_i)., ..., 31., 21. und 1?. nach (82) ab und 
wir erhalten t?^ = 0, d. h. y liegt in v\ Somit: 

„Liegen in C^n und dn y und v' inddent, so sind 
beide Konfigurationen incident.'^ 

„Eine Komplexkonfiguration wird analytisch dar- 
gestellt durch das einfachste System aller Zwischenformen." 

Setzen wir der Eeihe nach 2 n = 2 , 4 und 6 , so er- 
halten wir die G^ , C4 und 0« . G^ besteht aus drei 
Punkten: zwei zweiwertige und y. 04 besteht aus 

37 Punkten: y, 12 zwei- und 24 vierwertige. Og besteht 
aus 1111 Punkten: y, 30 zwei-, 360 vier- und 720 sechs- 
wertige Punkte. 

Kach der Definition ist jede G^n-^k iu G^n ^^^^ ent- 
halten. 

Über die Lage der Punkte einer G^n zueinander 
können wir aus der Umformungsgleichung für Zwischen - 
formen leicht einige Sätze ableiten. 

Es sei 

ri,2,3 2n-l,2n = [yl2 3... 2nt*'] = 

ein 2 w wertiger Punkt. Dann ist 

{^l, 2.3,...,i,i;,...,2n ^^ ~ ^1, 2, 3, .. .,*. i, .. ., 2n 
.• , . Y 

Diese drei Punkte Y, von denen zwei 2 n- wertig und 
einer (2n — 2) -wertig sind, liegen also auf einer Geraden. 
Wir nennen eine solche Gerade 2 n- wertig. 
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Da in (87) nur zwei nebeneinanderstehende E^ ver- 
tauscht werden, so gehen von jedem Pg» (2 n — 1) 
2w-wertige Geraden ^2n aus, es gibt daher im ganzen 
|(2n)!(2n— 1) solche ^2*1- Auf jeder dieser liegt ein 

-P2n-2) lind da es ( 2 ](2n — 2)! solche P2n-2 gibt, so 

gehen je (2n— 1) g2n durch einen P2n-2- Allgemein: 
(2n)\ 1 (2n)\ 

^-«^ <^« (2Hfcr! "'^ "'^^ 2 (2^1::^! (' ' - '^ ^" 

bestimmt; diese gehen durch alle P2jfc^2> ^^^ zwar durch 
jeden Pat.g e^i = i{21c - 1) {2n - 21c + 2) {2n - 21c + 1) . 
Für 2 Ä; = 2 wird e2 = n(2n — l). Diese m(2 n — 1) Ge- 
raden gehen alle durch y . 

Ein besonderes Interesse bietet die C2n, wenn aUe 

Aije = sind. Dann gibt es nur (01.) 2 fc - wertige 

Punkte P2J.; insbesondere nur einen P2n. Die Kon- 
figuration ist dann in sich geschlossen, d. h. wenn man 
statt von y von einem P2t , der zu y gehört, ausgeht, so 
transformiert sich die O2« in sich. Denn setzt man in 
\yl23 ... iu^ = statt y die Koordinaten eines be- 
liebigen anderen Punktes der O2«, z. B. [yilcl . . . u^] = 
ein, so erhält man [yiHcl . . . 12 3 . . . iu'] = , was wieder 
auf eine ^NTormalkette führt. Man kommt also auf einen 
anderen Punkt in 02«. Insbesondere geht Y128...* in V 
selbst über, wenn y in Yi23...t transformiert wurde, 
d. h. bewegt sich y auf der Geraden y ^123...», so be- 
schreibt Y123...» dieselbe Gerade. Jeder Punkt der 02« 
beschreibt dann auch eine Gerade zu einem anderen 
Punkte der Konfiguration. Auf jeder solchen Geraden 
wird also eine Involution erzeugt. Die Doppelpunkte 
dieser auf yYi2...i erzeugten Involutionen ergeben sich aus 

ri28...t + (-i)*Ay . (Mn) {M22) . . . (i^ü) = 

und 

y + Ari23...i = o ; 

woraus für A folgt 

-^11 • • • -^a 
Für einen solchen Doppelpunkt faUen zwei Punkte 
der 02n zusammen. 
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38 I* Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Räume. 

Wenn nicht alle A^ = sind, so lassen sich ebenfalls 
auf jeder Geraden t/Yi23...i zwei solche Punkte finden. 
Die Ca« ist aber nicht in sich geschlossen, obwohl einzelne 
Punkte ineinander übergehen können. 

Sind alle J-^ = , so erhalten wir in der Ogn 

2*«-i = 1 + (\») + (2^«) + . . . Punkte. 

Insbesondere wird für 2 n = 2 , 4 , 6 diese Anzahl 
bzw. 2 , 8 und 32 . Bei sechs Komplexen, die dann ein 
Kleinsches System bilden, sind sich also die Punkte des 
Eaumes zu je 32 zugeordnet. Es ist dies ein Spezialfall 
der Gin = C^e aus 1111 Punkten. 
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II. Abschnitt. 

Systeme von linearen Komplexen. 

1. Der Komplex als Baumelement. 

Wir bezeiclinen der Kürze wegen einen linearen 
Komplex mit K^, einen speziellen mit K^^. 

Ein K^ ist durch sechs homogene Zahlen jih bestimmt, 
so daß es oo^K^ im B^ gibt. Wir nennen diese sechs 
Zahlen Jin die Koordinaten des K^. Diese Definition ist 
im Anschluß an unsere bisherigen Überlegungen gebildet, 
d. h. wenn 71% = die Gleichung eines E^ ist, wobei für 
jiik die Koordinaten einer Geraden zu denken sind, so 
nennen wir die Größen a^ (oder a/t, was hier völlig be- 
langlos ist) die Koordinaten des Komplexes Ea oder E^{a) . 

Eine Gleichung zwischen den Koordinaten 71^ eines E^ 
legt allen möglichen 00^ E^ eine Bedingung auf, definiert 
also ein System von 00^ E^; wir wollen sagen, die vor- 
gelegte Gleichung ist „Gleichung dieses Komplexsystems". 
Ist sie insbesonders linear, so erhalten wir ein lineares 
System von c»*Zi, welches System wir eine „Komplex- 
ebene" nennen wollen und kurz Ee dafür schreiben. Ist 
a^. = die Gleichung dieser £^ e , so nennen wir die a^ 
die Koordinaten der E e und bezeichnen sie als Komplex- 
ebenenkoordinaten. In 71^ = sind die n^ jetzt Koordi- 
naten eines E^, e» besteht also im allgemeinen nicht die 
Gleichung ;7r^ = . 

Unserer Definition gemäß ist t%^ = die Bedingung, 
daß ein E^{ji) mit einer Ee{T) vereinigt liegt. Hierfür 
können wir auch sagen, der E^{7i) liegt in der Ee{T) oder 
die Ee{T) geht durch den E^{7i) . 

Man bemerkt hier die Analogie zwischen Komplex- 
geometrie und der des B^, da es sich ja in jedem Falle 
um sechs homogene Veränderliche handelt. Wir könnten 
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also auch in der Komplexgeometrie, so wie es ja vielfoch 
schon geschehen ist, sechs Variable pi einführen. Trotz- 
dem bleiben wir bei unseren Größen jin mit zwei Indizes. 

Da nämlich L j «= 6 ist, so kommen wir mit vier Indizes 

1, 2, 3 und 4 aus, die wir in Paare zusammenfassen. Der 
Vorteil unserer Schreibweise mit Komplexsymbolen zeigt 
sich denn hauptsächlich dann, daß wir in der Komplex- 
geometrie, trotzdem sechs Variable auftreten, mit qua- 
temären Formen vollkommen auslangen und nicht mit 
sexternären Formen zu rechnen brauchen. 

Wir erwähnen kurz die übrigen linearen Systeme 
von E^. 2E^ bestimmen als Verbindungsgebüde ein 
Komplexbüschel (KB), 3E^ ein Komplexnetz (Elf), 
4 Komplexe ein Komplexgebüsch (EG) y endlich 5E^ die 
schon erwähnte Ee. Die Gesamtheit der oo^E^ nennen 
wir den Komplexraum. Der E^ und die Ee, dann ein 
{EB) und das (EO), endlich das {Elf} zu sich selbst 
stehen sich im Komplexraum dual gegenüber. 

Demgemäß erhalten wir als Gleichung, eines E^ mit 
den Koordinaten p^, : t^/=0 . Hierbei sind die Variablen Xik 
Koordinaten von Ee, welche alle durch Z^*(p) gehen. 
Wir haben also jetzt zweierlei Gleichungen für einen E^{p) . 
Erstens unsere frühere, wo E^ dargestellt wurde als lineares 
System von <x>^ Geraden; zweitens die eben angeführte, 
wo der E^ dargestellt wird als Schnitt von oo^Ee. 

Wir bezeichnen im folgenden die Koordinaten eines E^ 
mit 71, p j g , . . . ; die einer E e mit r , a , ^ , . . . Das 
Gebilde, welches durch Nullsetzen einer homogenen Glei- 
chung nten Grades in den jt^ dargestellt wird, nennen 
wir ein „Komplexsystem nter Ordnung". Enthält die 
Gleichung. nicht die na, sondern die t^i. als Variable, so 
sprechen wir von einem „Komplexsystem nter Klasse". 

Wir werden später die Komplexsysteme 2. Ordnung 
und 2. Klasse eingehender behandeln. Es wird sich dann 
zeigen, daß beide identisch sind, so wie etwa Flächen 

2. Ordnung und Klasse im Baume. 

Bin Komplexsystem 2. Ordnung bezeichnen wir kurz 
mit 82 , eins 2. Klasse mit 2*2 . Ein sehr spezielles 82 
wird offenbar durch die Gleichung 
(1) «20 = ^^=0 



Digitized by 



Google 



1. Der Komplex als Raumelement. 41 

dargestellt. Wir nennen es das „identische System^^ und 
bezeichnen es mit 8^. Ist ji^ = 0, so wird der K^{ji) 
sx>eziell und kann durch seine Achse ersetzt werden. Also: 

„Betrachtet man alle Geraden als spezielle Komplexe, 
so ist der dreidimensionale Eaum als Gesamtheit seiner 
Geraden' ein besonderes Komplexsystem 2. Ordnung." 

Es gibt im B^ oo* Gerade; durch ein Komplexsystem 
werden ebensoviele K^ definiert. Wir können somit die 
Bedingung, daß ein K^ speziell sei, auch durch die For- 
derung ersetzen, daß er dem identischen Systeme Ägo = 
angehöre. 

Es sei nun eine Ee(a) durch 7ilf = gegeben. Diese 
Ke schneidet 8^0 j d. h. Ke und 820 haben eine Mannig- 
faltigkeit von 00« Jf! gemeinsam, welche K^ zufolge 8^0=^0 
lauter K^^ sind. Wir können also sagen: 

„Die Achsen der K^^ einer Ke bilden einen K^, 
welcher dieselben Koordinaten hat, wie die Z^e." 

Ein E^ ist also als Geradengebilde eigentlich keine 
lineare Mannigfaltigkeit. Wir sprachen immer von „linearen" 
Komplexen, da die Gleichungen zwischen den Koordinaten 
der Geraden linear sind. 

Durch den Schnitt eines Komplexsystems nter Ord- 
nung mit dem identischen System 8^0 = ist eine Ge- 
radenmannigfaltigkeit definiert, die man gewöhnlich einen 
Geraden- oder Strahlenkomplex nter Ordnung oder nten 
Grades nennt. Insbesonders entsteht ein „quadratischer 
Komplex" durch den Schnitt eines 8^ mit dem 820 . 

Zu jedem 8^ existiert bezüglich eines K^{p) eine Polar- 

komplexebene, deren Gleichung man durch ^3— ^p<j.=0 

erhält, und deren geometrische Bedeutung später erörtert 
werden wird. Ein Z^, der seiner eigenen Polar -J5Ce an- 
gehört, hegt selbst auf Äg^O. Im allgemeinen gehört 
bezüglich eines 82 = auch zu jeder K e ein K^ als Pol. 
Die Bedingung, daß dieser Polkomplex auf der ursprüng- 
lichen Ke liegt, gibt die Gleichung von 82 in Komplex- 
ebenenkoordinaten th. Äg erscheint dann als Komplex - 
System 2. Klasse -Zg = . 

Wir nehmen nun statt eines allgemeinen Äg das Ägo 
für diese Betrachtungen. Wie weiter unten gezeigt wird, 
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ergibt sich als Gleichung von 820 in Komplexebenen- 
koordinaten 

(2) ^,o = T?. = 0. 



Wenn eine Ee das -S'go berührt, so nennen wir sie 
„speziell", geradeso wie ein K^ speziell heißt, wenn er 
dem 820 angehört. 

Ist T^/ = ein K^{p) , so wird seine Polar -JBTe bezüg- 
lich 820 = 0: 7r2, = 0. Also: 

„Ein K^ und eine K e mit gleichen Koordinaten sind 
konjugiert bezüglich .Ägo = . Es enthalt also diese Polar- 
is e von E^{p) aUe Gerade von K^{p) als spezielle Kom- 
plexe." 

Für einen K^(q)j welcher der Polar-Z^e von K^(p) 
angehört, besteht die Gleichung p^ == . Somit: 

j,2K^ sind bezüglich Ä^^ = konjugiert, wenn sie 
involutorisch liegen." 

Ebenso nennen wir 2Ke involutorisch, wenn sie be- 
züglich 2*20 = konjugiert sind. 

Gehört E^{p) dem S20 = an, so enthält seine 
Polar -Ze diesen K^{p) selbst. Wir sprechen dann von 
einer Tangential-Z"e. Ihre Gleichung ist 71^^ = (für 
vi' = 0) • Biese Tangential - JK^ e ist ebenso speziell wie K^{p)* 
Sie schneidet Ä20 ^^^^ ^^^ Geradenkomplex K^{p) , wo- 
bei man jede seiner Geraden als Achse eines K^q auf- 
zufassen hat. 

Liegt nicht einer, sondern mehrere unabhängige K^ 
vor, welche eine Mannigfaltigkeit oder ein Komplex- 
gebiet Ml bestimmen, so hat jeder dieser E^ eine Polar- 
Ee bezüglich 820 = 6. Diese Polar -Xe durchschneiden 
sich in einem neuen Gebiete ifg > welches so zu -M"i polar 
zugeordnet ist. M^ und M2 heißen auch „ergänzende 
Gebiete". Nach dem obigen Satze, daß die Polar -Z^ 6 
eines E^{p) dessen Strahlen als E^q enthält, ergibt sich 
hier unmittelbar: 

„Die Geraden des Gebietes M^ bilden die Achsen 
der EiQ von M2 und umgekehrt." 

Ferner folgt aus obigem noch: 

„Jeder E^ von M^ liegt zu jedem E^ von M2 in- 
volutorisch." 
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2. Das Komplexbüschel. 

Zwei K^{p) und K^(q) bestimmen ein Komplexbüschel 
oder, wie wir in folgendem kurz sagen wollen, ein Büschel 
KB(j>j q). Ein beliebiger Kl dieses Büschels wird durch 

dargestellt. 

Wir nennen die zweireihigen Determinanten der Matrix 



Pl2 PlB jPi4 P2Z Z^34 jP42 
^12 ?13 ^14 ^23 fe4 ^42 



= |Pä'| 



die „Komplexkoordinaten'* des Büschels KB(j>, q). Es 
gibt ihrer 15, von denen aber nur 9 voneinander unab- 
hängig gewählt werden können. Die Eelationen, die 
zwischen diesen 15 Größen bestehen, behandeln wir später 
allgemein bei den Komplexen im E5 . Wir bezeichnen 
diese 15 Größen durch ein symbolisches Produkt: 



(3) (Pik, 



Pik Prs 

qik qik 



= üijc • Ö^r, ==«»•«*• Ä, • OCg , 



(4) <Pik,r8=(Pmn,c 



wenn mn und or komplementär zu iJc und rs ist. 

Hier sind die a^ und oci Komplexsymbole. Je zwei a^ 
geben aber zusammen nicht bereits eine wirkliche Zahl a^ , 
sondern wieder ein^Symbol a^, welches erst mit ocr, ver- 
einigt eine wirkliche Größe 9?a,r« gibt. Wir stellen also 
die Koordinaten eines Komplexbüschels durch Komplex- 
symbole dar. Daß wir nicht a^ • a^, , sondern a^ • ocrs 
schreiben, also einen zweiten Buchstaben einführen, hat 
seinen Grund in der zu verlangenden Eindeutigkeit, wenn 
wir die Symbole zu Zahlen vereinigen. Die Symbole a 
und oc sind hier gleichbedeutend, also vertauschbar. Kur 
ändert sich bei ihrer Vertauschung das Vorzeichen der 
Form, da dies einer Vertauschung von p und q gleich- 
kommt. Es kommt dies in der Gleichung a^ ocn = — äü a^, 
zum Ausdruck. Eine bloße Umstellung der beiden Fak- 
toren in aaOCrs ändert nichts, denn es ist 

an oCfg ^ (Kfg aik . 

Digitized byLjOOQlC 



44 II- Abschnitt. Systeme von linearen Komplexen. 

Aus dieser Darstellung ergibt sich, wie es sein muß : 

(5) l <Pii.T8 =0 , 

Wir erwähnen anschließend hieran gleich, wie wir 
später ein Komplexsystem 2. Ordnung Äj = durch eine 
Gleichung darstellen: 

(6) S^ = nlnl.^Q. 

Hier sind die a^ und a^ auch vertauschbare Komplex- 
symbole; aber es ist dann «a a^, = ä^j. «r , , d. h. die Oa 
und (Kfg sind wie gewöhnliche Symbole zu behandeln. 
Ein Ojj. und ein oCf, zusammen geben erst einen wirklichen 
Koeffizienten der sexternären, quadratischen Form 8^=^0. 
Durch nl,jil. = ist dann die allgemeinste quadratische 
Gleichung zwischen den 71^ gegeben. Diese Darstellung 
wäre z. B. auch bei einer Fläche 2. Ordnung F2 im B^ 
durch aioci^O möglich; doch ist es da einfacher, a<? = 
zu schreiben. Bei dem 82 müßten wir nach dieser Art 
(aj/)^ = schreiben und kämen infolge unserer Darstellung 
durch Komplexsymbole auf Vieldeutigkeiten bei der Bil- 
dung der Koeffizienten und Variablen aus den Produkten 
aia^arag und niniTiini. — 

Es seien 0^ die Koordinaten einer Ke. In dieser 
Ke{o) liegt ein Komplex des Büschels EB{pj q), dessen 
Gleichung sei Xi7i^+X2 7t^=0. Eliminiert man aus dieser 
und aus x^ a^ + xj aj/ = die x^, so wird 



Ä.= 



7r„/ Tto' 



= 0. 



Zerlegt man diese Determinante und führt die Ko- 
ordinaten (aa) des Büschels EB{p, q)^ EB{a, oc) ein, 
so erhält man die Gleichung dieses Schnittkomplexes 

(7) r'^al-'O. 

Ist hier rj =0, so erhält man einen Geradenkomplex; 
es ist derjenige des Büschels, welcher mit dem K^{o) in- 
volutorisch liegt. 
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Wie muß nun Ke{o) liegen, damit der durch (7) dar- 
gestellte Sclinittkomplex speziell ist? Dann muß offenbar 
al^oi'Oß' = sein für {aa) = {bß). Lassen wir a ver- 
änderlicli sein, so erhalten wir die Gleichung der Leit- 
linien des Büschels als besonderes Komplexsystem 2. Klasse 
dargestellt: 
(8) T^T^.4ag. = 0. 

Ist hier tJ, = , so erhält man die Leitlinien als be- 
sonderen quadratischen Linienkomplex; ihm gehört das 
ganze Netz des Büschels an. 

Führt man in (8) für die aitOCrs die Größen (p, q)ik,r8 
ein, so kommt man auf die schon durch Formel (57) (Ab- 
schnitt I) gegebene Gleichung: 

woraus sich ergibt, daß T in zwei lineare Faktoren zer- 
fällt, die gleich ISvll gesetzt, spezielle Komplexe dar- 
stellen. 

Die Diskriminante D des Büschels ist: 



oder 






-4-11 -4.12 

-4-21 -4.22 


vP vi 





-Pl-al 



(Pl)' 



D = a%0Cß^ , 



also 

(9) 

Ist jD = 0, so ist das Büschel speziell; T ist dann ein 
vollständiges Quadrat imd gibt die doppelte Leitlinie. 
Das Büschel „berührt" dann das Ä20 = . 

Ist endlich das Büschel KB{a(x) singulär, d. h. be- 
steht es aus lauter speziellen Komplexen, so ist die durch 
das Büschel definierte Kongruenz eine „Büschelkongruenz" 
nach unserer früheren Bezeichnung. Das analytische Kenn- 
zeichen dafür ist 
(10) T = 0. 

Sind die Büschelkoordinaten q>ijt^r9 gegeben, so kann 
man die Leitlinien folgend finden: Man schneidet das KB 
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durch zwei beliebige Kcj wodurch man 2K^ erhält und 
dann nach schon angegebenen Methoden verfährt. Oder 
wir setzen 

also 

(11) ' o^ikßUal-Vlk^ik, 



(12) 



2^/,)8;,4 = p/,g;, + p;, g/^ 



Die Gleichungen werden identisch erfüllt, wenn wir setzen 
(vgl. Clebsch-Lindemann, Vorles. II. Bd., S. 151) 

f Vik gr t = O^lk ßr, 4 — Ojk, TS 1 

dann folgt durch Multiplikation wegen (11) und (12) 

ö?*, r. = oc<, ß^. al yU S;. c% - a/, ^/^ 4 /;. <»;, 4 , 

womit öii^ra bestimmt ist. INTach (13) ist dann p und q 
leicht zu finden. 

Ein Büschel KB kann auch als Schnitt von AKe 
{qj Oj jLL, v) gegeben sein. Aus der Matrix 

erhalten wir dann ebenfalls L 1 = 15 homogene Koordinaten, 

die Komplexebenenkoordinaten des Büschels. Wir be- 
zeichnen sie mit tpa^ mn, r*, ar . Wie wir später sehen werden, 
bestehen zwischen ihnen und den vorigen (faß, yd die Ee- 
lationen 

(14) y«/g,y3 = y^ik,mn,rt,aT = Waß^yd j 

WO die Indizespaare rechts und links komplementär sind, 

d. h. zusammen alle sechs möglichen Paare i 1c auftreten. 

Die Diskriminante des Büschels KB wird dann: 



oder 



(15) 



D = 4 H HI! 2 (pii:^mn,r$, CT (Pik,mn,rt,ax , 





^1 


A. 


^3 


^t4 




^ = i 


^31 
^31 


^23 


• 


• 


> 




^« 


. 


. 


^44 
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2. Das Komplexbüschel. 47 

wo die Aijs die simultanen Invarianten der 4Xe sind. 
Es stimmt dieses Eesnltat natürlich mit früherem. Die 
4:Ke schneiden sich in einem Büschel, welches Ä20 = in 
den Leitlinien des zugehörigen l^etzes trifft. Diese Leit- 
linien kann man daher auch finden, wenn man zuerst die 
4 Ke mit dem S^o = zum Schnitt bringt, wodurch 4 K^ 
entstehen; die zwei Transversalen dieser 4JK^i sind dann 
die gesuchten Leitlinien; sie fallen zusammen, wenn i> = 
ist, wie durch (15) gezeigt wurde. 

Alles bisher Gesagte überträgt sich natürlich dual im 
Komplexraum auf die Komplexgebüsche KG . 

Es sei ein Büschel durch K^ijp) und K^{q)^ ferner ein 
Komplexgebüsch durch K^{q) , K^{r), K^is) und K^t) ge- 
geben. Die sechsreihige Determinante 

(Pikiikq^ik'TikSiktit) 

verschwindet dann identisch. Entwickeln wir sie nach 
den ersten zwei und letzten vier Zeilen und führen die 
Koordinaten (pit^rs und yjik,r8 = (Paß,Yd,mn,az des KB und 
KO ein, so ergibt sich die Bedingung, daß sich ein KB{a, oc) 
und ein KQ(m\ ju^ schneiden: 

(16) alK'-O' 

Wenn wir hier mUfiis veränderlich lassen, aber so, 
daß zwischen ihnen die obenerwähnten Eelationen be- 
stehen, so können wir (16) auch als „Gleichung des Komplex- 
büschels** {a oi) definieren. Das KB ist hier also dargestellt 
durch alle es schneidenden Komplexgebüsche. 

Wenn wir die Identitäten zwischen den mh/^s fallen 
lassen, so stellt (16) ein lineares System von c»« Büscheln, 
einen „Büschelkomplex" dar. Wir führen dies jedoch 
nicht weiter aus, da sich dieser Begriff ganz mit dem 
des Unearen Geradenkomplexes im JR5 deckt. 

Bestimmen K^(p) und K^{q) das Büschel (aa), so 
schneiden sich die Polar -Xe von K^(j>) und K^{q) bezüglich 
820 = in einem Komplexgebüsch, dem ergänzenden Ge- 
biet des Büschels (aoc). Daraus ergibt sich der Satz: 

„Sind <Pik,r» Koordinaten eines Büschels, so hat das 
ergänzende Gebiet dieselben Koordinaten." 
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Zwei Büschel (a, a) und (&, ß) bestimmen ein KO . 
Dessen Gleichung erhält man, wenn ipU^rs^mn^ax die Ko- 
ordinaten eines veränderlichen KB sind 

(17) W'a'W^Wi^W^-^' 

Es sei durch nl, 7i\» = ein S^ gegeben. Ein durch 
K^{p) und K^(q) bestimmtes KB schneidet Äg = in 
2 Kl.,. x^K^ip) + «2 K^{q) = 0, wo die x< aus 

«iPa'P«' + 2x,x^ plql + xlql^ql, = 

zu berechnen sind. Fallen die beiden Schnittkomplexe 
zusammen, so „berührt" das Büschel das ^2=0. Die 
Bedingung hierfür wird: 

pIpI^ ql q} - vi qlvl q}-o, 

oder für ma/irg = (p , g)<j.,r» als Koordinaten des Büschels: 

(18) ml,z%nl.vl==0. 

Für veränderliche (m/i) ist dies die Gleichxmg von 
82 = in Büschelkoordinaten. 

Diese Gleichung wird für S^q mit der Diskriminante 
von KB{mju) identisch. 

3. Das Komplexnetz. 

3K^ (p, q und r)j die unabhängig voneinander, be- 
stimmen ein Komplexnetz, oder wie wir in folgendem 
kurz sagen wollen, ein Ketz N . Analog dem Obigen er- 
geben sich aus der Matrix \p , q, r\ L j = 20 homogene 
Koordinaten des Netzes. Wir setzen für diese wieder 

(19) yifc, mn, rs = | Pik qmn ^r» \ = ^ik ^mn Or$ * 

Dies sind die Komplexkoordinaten des Netzes, welches 
sich selbst dual gegenübersteht im Komplexraum, ähnlich 
denen der Geraden im B^ . Wir können ein Netz auch 
als Schnitt dreier Ke bestimmen und erhalten wie oben 
20 homogene Komplexebenenkoordinaten y^n^rt^mn des 
Netzes. Alle diese 20 Größen sind aber nur zehn 
unabhängigen äquivalent, so daß es 00^ Netze über- 
haupt gibt. 
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Ein N kann auch gegeben werdeif durch ein Komplex- 
büschel KB{6ii^r8 = ''^ikl^r8) und einen K^{r). Ist das 
KB durch K^(p) und K^{q) bestimmt, so ist 



= ^ih.mn = "^^ik Mmn 



Vik ^ik 
Pmn ^mn 

Somit wird dann für dieses Netz: 

{20) (Pik,mn,rs = ^ik.mnTrs + Omn,rsUk + ^r»,%k''^mn * 

Ist ein zweites Netz durch die Jri(r , « , t) gegeben, so wird 
wegen |p^rr«<|^0 nach dreireihigen Minoren ent- 
wickelt: 

222 an, bmn Crs <^ik ßmn yis = 

oder 

(21) «^&K' = 0> 

wo (a, /?, y) die Koordinaten des Netzes (r, «, t) sind. 
Dies ist also die Bedingung, daß sich zwei Netze nach 
«inem K^ schneiden. Ist das Netz (a, ß, y) durch den 
K^{8) und das Büschel KB{mfA) gegeben, so wird diese 
Bedingung nach (20): 

222 an bmn Cr» {6h, mn »i» + OUn, r» »ik + ö/,, ik «mn) = 

al,hl.cl + alhl^cl. + al^hld. = . 

Dies gibt nach entsprechender Vertauschung von 
<a, h und c: 

<22) al^hl^d^O. 



Diese Gleichung gibt, wenn wir (m fx) variabel nehmen 
und «<t als Koordinaten eines K^ auffassen, wobei dann 
{a h c) die Komplexkoordinaten eines N sind, die Gleichung 
des durch ^(a 6 c) und JBCi(«) bestimmten Komplexgebüsches. 

Ist in (22) {a b c) variabel, so wird dies die Gleichung 
des durch das Büschel (m/i) und den JSC*(«) bestimmten 
Netzes; nehmen wir aber {mfi) als Koordinaten eines 
-Gebüsches und 8^ als die einer Ke{8), so wird (22) die 
•Gleichung des Netzes, welches durch den Schnitt diefler 
Gebiete entsteht. 

Lassen wir in (22) die {a b c) variabel, so erhalten wir 
die Gleichung des Netzes (a , ß . y) , welches so durch 



Weitzenböck, Komplezsymbolik. 
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alle es schneidenden Netze daxgestellt wird. Die (abc) 
erfüllen dann natürlich die zwischen ihnen bestehenden 
Eelationen. Lassen wir diese fallen, so erhalten wir ein 
lineares System von oo» Netzen, einen Netzkomplex, der 
sich mit dem Begriff des linearen Ebenenkomplexes im 
JB5 deckt. 

Ist in (22) (m/i) veränderlich, aber als Koordinaten 
eines KO gedacht, so stellt (22) die Gleichung des Büschels 
dar, welches entsteht, wenn man das Netz (abc) durch- 
die Ke{8) schneidet. 

Ist endlich Sa in (22) variabel, so erhält man ent- 
weder den Schnittkomplex des Netzes (abc) mit dem 
Büschel (m jll) oder die Gleichung der durch das Netz (a b c) 
und das KB{m/ji) bestimmten Komplexebene. 

Wir fügen dem schließlich die Gleichung des durch 
Ä^i(p), K^(q) und K^{r) bestimmten Netzes an: 

(23) a^fe^<^> = 0. 

Eine Ke{8) schneidet das Netz {abc) nach einem 
Büschel, dessen Gleichung nach (22) ist: 

Seine Koordinaten cpn^r» ^^^^ ^o 

iührt man diese (fa^rs in Gleichung (8) ein, so ergibt sich 
die Gleichung der Leitlinien dieses Schnittbüschels in 
Komplexebenenkoordinaten r^ 

(24) . al^rlT%clyl^O, 

d. h. Ke{8) gehört auch einem Komplexsystem 2. Klasse 
an, wenn Ke{T) gegeben ist. Durch das Netz wird also 
zwischen den Ke eine quadratische Verwandtschaft im 
Komplexraum vermittelt, deren Gleichung (24) ist. Lassen 
wir für diese Gleichung noch «J = und rj « gelten, 
so entsteht eine quadratische Verwandtschaft zwischen 
den Geraden des Baumes, die so durch jedes Netz definiert 
ist. Geometrisch ist . dies sehr einfach einzusehen. Das 
Netz gibt mit einer Geraden p^ zusammen als K^^ ein 
System von 4 K^ ; die beiden gemeinsamen Strahlen dieses 
Gebüsches sind die p^ entsprechenden. 
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Diese beiden Geraden erhält man aber auch, wenn 
man die Fläche 2. Ordnung F^j welche durch das !N"etz 
bestimmt ist, mit p^ zum Schnitt bringt. Die K^^ des 
Netzes bilden die Eegelschar 8^ auf F^ . Durch die er- 
haltenen Schnittpunkte gehen von der Schar 8^ je eine 
Gerade, welche so zu p^ zugeordnet ist. p^ berührt F^ , 
wenn diese beiden Geraden zusammenfallen. Dann muß 
das durch (22) gegebene Schnittbüschel speziell sein, d. h. 
seine Diskriminante muß verschwinden. 

Dies gibt: 
(25) al^h}.<?,yl^Q. 

Wir sagen dann, die Ke(B) „berührt" das Netz und 
nennen (25) die „Gleichung der Eegelschar" des Netzes 
{ahc). Nehmen wir »J/ = hinzu, so ist (25) auch die 
Gleichung der Fläche 2. Ordnung F^ in Linienkoordinaten. " 
Wie man von dieser auf die Gleichung von gg in Punkt- 
und Ebenenkoordinaten kommt, soll später ausgeführt 
weröen. 

Die Diskriminante des Netzes {ahc) war 

dies ist nach früherem mit der zweiten Wurzel aus der 
Diskriminante der F^ identisch, denn es ist auch 

A = I All -^22 -^33 I • 

Wir behandeln noch kurz die verschiedenen Aus- 
artungen, welche F^ als durch das Netz gegeben erleiden 
kann. 

Ist J = 0, so heißt das, daß das Netz (ahc) von 
seinem ergänzenden geschnitten wird. ^2 zerfällt in ein 
Ebenenpaar mit einem Inzident liegenden Punktepaar. 
(25) wird ein vollständiges Quadrat und gibt die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen oder, was damit identisch ist, 
die Verbindungslinie der beiden Punkte. Das analytische 
Kennzeichen für ein derartiges Netz ist also 

Ist A = und (25) ^ , so ist F^ eine Doppelebene 
mit inzidentem Doppelpunkt. (24) wird ein volles Qua- 
drat in den Variablen t^j. Es verschwinden dann auch 
die ersten Minoren in J . 
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Ist endlich auch (24) ^ 0, verschwinden also auch 
die zweiten Minoren in A , so besteht das Netz aus lauter 
^10. (Vgl. Zindler, Liniengeom. I, § 79.) 

Wir kommen nun noch auf die Beziehung zwischen 
einem Netz und der dadurch definierten ^2 ^iu sprechen. 
Es gibt 00» Netze und ebensoviele gg ^^ -^s • Wir können 
daher eine gg nicht nur im Bq , sondern auch im B^ ab- 
bilden. Durch diese letztere Abbildung werden insbeson- 
dere die beiden Eegelscharen der Erzeugenden auf F2 ge- 
trennt und als einander ergänzende Netze dargestellt. 
Die Koordinaten (abc) eines Netzes von Komplexen können 
daher auch als Koordinaten einer Eegelschar definiert' 
werden. Wir sehen also hier den engen Zusammenhang 
zwischen der Geometrie der ^2 ^^ Eegelflächen und den 
linearen Ebenenkomplexen des B^ . Hier soll dies jedoch 
nicht weiter ausgeführt werden. 

Wenn sich zwei Komplexnetze N^ und JV2 schneiden, 
so haben sie einen K^(p) gemeinsam. Diesem K^(j>) gehören, 
da er in N^^ und JV2 gelegen ist, nicht nur die Geraden 
der Schar Äg von gg (durch N^ bestimmt), sondern auch 
die Geraden der Schar Si von Fi (durch N^ bestimmt) 
an. Da sich nun aber N^ und JV'g schneiden, so liegen 
sie auch in derselben Ke und die K^^ dieser Ke ent- 
halten die Scharen S^ und 8i von F^ und Fi . Alle K^^ 
in Ke bilden einen K^. Daher folgt der Satz: 

„Gehört je eine Schar von Erzeugenden zweier F^ 
einem K^ an, so gehören die beiden anderen Scharen 
ebenfalls einem K^ an, welcher mit dem ersten involuto- 
risch liegt." 

Nehmen wir bei diesen Überlegungen statt ^2 ^^ 
ergänzende Netz von N^^, so wird die Bedingung, daß 
sich beide schneiden, mit der gleich Null gesetzten Dis- 
kriminante identisch. Also: 

„Beide Scharen von Erzeugenden einer nicht zer- 
fallenden ^2 können niemals einem linearen Komplexe 
angehören." 

Es ist dies auch geometrisch leicht einzusehen. Nehmen 
wir an, alle Gerade von 8^ und 82 gehören dem K^(p) an; 
dann suchen wir zu einer Geraden die konjugierte bezüg- 
lich K^ip) nnd erhalten diese als identiscjh mit der konju- 
gierten Polaren bezüglich F2 . Daraus folgt, daß jede 



Digitized by 



Lioogk 



3. Das Komplexnetz. 



53 



Tangente der F^ dem K^(p) angehören würde. Durch einen 
Punkt ginge dann ein Kegel von Komplexlinien und nicht 
eine Ebene. 

Wir stellen schießlich noch die Gleichung eines Kom- 
plexsystems 2. Ordnung 8^=0 in Netzkoordinaten auf. 
Ist Xip^ + ?«a 3?' + «8 ^J' = ein auf Äg == liegender K^ 
des Netzes, so wird: 

'(26) (x^pl^ + xa ql^ + x» r^) (x^p^. + x^ g^. + x, r^.) = , 

wo Äg^EJT^j'iTr^. = ist. Durch das Netz wird also eine 
quadratische Menge von oo^ x^ aus dem Äg = aus- 
geschnitten. Diese Menge degeneriert, wenn die Diskri- 
minante von (26) verschwindet. Wir sagen dann, das 
Netz berührt das Äg = . Die Bedingung hierfür wird 
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= 0. 



Führt man hier die Netzkoordinaten (ahe) 
so erhält man a>Is gesuchte Gleichung 



(ecßy) ein, 



(27) 



a'l'H'4<'ßi'yl = 0- 



Nimmt man statt 8^ = das identische System 8go = 0, 
so kommt man auf die Diskriminante. 
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III. Abschnitt. 

Die quadratischen Komplexe. 

1. Allgemeines. 

Wir sollten eigentlich diesen Abschnitt anders über- 
schreiben, da wir größtenteils quadratische Systeme von 
Komplexen behandeln. Doch hängen diese mit den Ge- 
radenkomplexen 2. Grades derart innig zusammen, daß 
wir den gebräuchlichen Namen obenan stellen. 

Es sei 82 ^ ^l' n\^ = die Gleichung eines Komplex- 
systems 2. Ordnung. Ein Komplexbüschel (K^ijp) , J5Ci(g)) 
schneidet 8^ in zwei K^ x^K^{y) + x^K^{q) = ^ wo für 
die 7t die Gleichung besteht: 

(1) ^\ vi vi' + 2k,>c2 vi gl + xl gl gl = . • 

Die beiden Schnittkomplexe liegen zu K^(p) und 
K^(g) harmonisch, wenn Pa'5'«' = ist, d. h. wenn man 
K^(v) gegeben annimmt, so erhält man als Ort von K^{g) 
eine Ke, welche wir die erste Polar-iTe des .ff^(p) nennen. 
Ihre Gleichung wird also in Variablen tc: 

(2) 8l, = nlpl, = 0. 

Die K^^ dieser Ke bilden einen JBC^, den wir analog 
den „ersten Polarkomplex*' von K^{p) bezüglich Äg = 
nennen. Seine Gleichung ist in Veränderlichen t: 

(3) Ki^^rl,pl>^0. 

Wenn die Diskriminante von 8^ nicht verschwindet, 
so gehört zu jeder Ke ein Polkomplex K^(p) ; sind t^/. 
die Koordinaten der Ke, so bestehen nach (3) die sechs 
Gleichungen 

k Tit. = aik (x'fy ; 
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eliminiert man aus dieser und r^ = die pn^ und X , so 
wird: 



<4) 



«12 0^12 Ö6i2 ^13 ^12 ^14 ^12 ^23 ^18 ^34 ^18 ^42 "^18 
«13 0^12 ^13 Öfi4 . . . • '^18 



«42 ^12 



«^12 



*23 



^14 
''^28. 
'^34 
T42 




-0 



Dies ist also die Gleichung von Ä2 = in Komplexebenen- 
koordinaten. Wir werden später für dieselbe eine ein- 
fachere Form angeben. 

Nehmen wir statt 82 = das Ä20 = , so erhalten 
wir aus (4) die früher angegebene Form für -Zgo = durch 

T^ = 0. 

Durch den Schnitt von 82 und Ägo entsteht ein qua- 
dratisches System von oo^^io^ welche wir uns aber durch 
ihre Achsen ersetzen können, somit ein quadratischer 
Komplex. Ein solcher ist daher nach unserer Auffassung 
als Komplexmenge aufzufassen, welche zwei Systemen 
2. Ordnung gemeinsam ist; er ist also als Komplexgebilde 
von der 4. Ordnung. 

Wenn wir uns nur auf die K^^ beschränken, was also 
z. B. bei der Untersuchung eines quadratischen Komplexes 
geschieht, so können wir, da für die Variablen jin dann 
immer ji^. = ist, statt nl^ni^ = auch Jil^n'^' + X7i^ = 
schreiben; hierdurch wird auch die bekannte Unbestimmt- 
heit in der Gleichungsform eines quadratischen Komplexes 
geometrisch erklärlich. Wir kommen weiter unten darauf 
noch zurück. 

2. Die Diskriminante. 

Diese ist eine Invariante des 8^ , und da wir Äg durch 
das symbolische Produkt zweier K^ darstellen, muß auch 
die Diskriminante A nach dem im Abschnitt I Gesagten 
symbolisch durch I^ormen a^ dargestellt werden können. 
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Wir setien 



(5) 



J = 



«12 «13 


«12^18 • • • 


hsßli 




«14^12 


. 


^3^2 


. . . 


^34^12 


. 


/4i'?12 


. 



/42 '?42 



'Hierbei sind (c , y)y (d , d) . . . mit (a ^ a) ^eic^bedeutend. 
Kun folgt daraus weiter, wenn wir setzen: 



(6) 



^.= 



: Äjj ai5 «14 0,5 

j At . . . 
yi2 • • • 

^2 • • • 



*S4 



ejj 



*?12 • • *?42 

Oli OlS «14 O^j «34 «i, 

Ä. 






- J... 



( «11 • • • • • 1 

l 

■7li • • • 742 ! 

^ = «12 ^IS «14 ^S «S4 /42 ^« 

oder diDirch Yertanschnngen: 
setzen wir 2^* d^A:,' = D^, so folgt: 



(7) 



J = 



2«. 6! 



D«. 
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Wenn wir bei Bildung des Produktes von J«^«' ^^^ 
Mültiplikationssatz entsprechend auf die sechsreihigen 
Determinanten anwenden, so erhalten wir 



(8) 



D. 



al' 


a} a} 
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hl 
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/!' 






Hierdurch ist A schon in der verlangten symbolischen 
Form dargestellt. 

De ist eine symmetrische Determinante, zu deren 
Berechnung wir jetzt schreiten. Lassen wir in Dg eine 
Zeile und eine Kolonne, die sich in einem Glied der 
Hauptdiagonale schneiden, weg (also z. B. die letzte Zeile 
und Kolonne), so entsteht eine neue Determinante Dg, 
welche die Koeffizienten von Äg = nur mehr im fünften 
Grad enthält. Lassen wir in Dg wieder die letzte Zeile 
und Kolonne weg, so entsteht B^, Dies fortsetzend er- 
halten wir Dg , D2 und endlich Dj = a\. . Diese Dj sind 
hierbei wirkliche Zahlen und nicht symbolische Faktoren. 

Aus den Koeffizienten an^ und (Xnc lassen sich nun 
eine Eeihe von Formen bilden, wenn wir berücksichtigen, 
daß immer erst ein an^ und (x^ oder ein 5»^ und ßij^ usw. 
zusammen eine wirkliche Zahl geben. Diese Formen sind 
ähnlich gebaut wie die früher von uns betrachteten 
„Ketten"; nur sind die einzelnen Faktoren hier quadratisch. 
Diese Formen sind: 



(9) 



-<. 






Sie lassen sich formal beliebig fortsetzen. Wir werden 
aber später sehen, daß von A^ an alle höheren Äi durch 
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die ersten sechs ausdrückbar sind. Wie man leicht über- 
sieht, gibt es keine anderen invarianten Formen von S2 
als diese Äi. 

Wir drücken nun die Di durch diese Äi aus und be- 
ginnen mit Dß . Entwickelt man Dq nach den ersten zwei 
Eeihen und berücksichtigt die Vertauschbarkeit von a, 
5 , Cj ... und a , ß , y , . . . , wobei noch zu betonen ist, 
daß man mit a und b auch gleichzeitig oc und ß ver- 
tauschen muß, so wird: 



wo 



2>6 = ^ii>5 — 5^2 ^4 + 20 i2 , 



R^a}.cl. 



Es entsteht also B aus D4 , wenn .man eiiie Eeihe 
ungestrichene Symbole, hier die c^ , durch neue ha ersetzt 
und gleichzeitig mit a^c^^ multipliziert. Diesen Prozeß 
drücken wir durch d aus. Also ist B = dD^, Auf die Ai 
angewendet, gibt er die Gleichung 



K 


H' 6^ K 


ä} 


. 


4 


. • . 


n- 


• • fi' 



(10) 



dÄi = Ä, 



i+i 



Demzufolge erhält ma,n, weün man jedesmal nach 
zwei Beihen gleichzeitig entwickelt: 

Dg = Ä1D5 — 5 ^2 D4 + 20 dDi , 

D^ = ÄiD^ - 3^ i>is + 6 (52>j , 
D3 = A^D^ - 2^2 Dl + 2 (JDi , 



(11) 






*^2 7 



Ebenso wie die Äi können wir uns die Di beliebig 
nach oben fortgesetzt denken. Dann erhalten wir allgemein : 

(12) Dn = Ä,Dn-i--(n-l)Ä2Dn-2 + (n-l)(n'-2)dD^_,. 
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Wenden -wir auf diese Gleichung den 5-Prozeß an, 
so erhalten wir: 

(13) dDn=Ä,Dn-i-{n-l)Ä^Dn->+{n-l)in-2)ddD„_,. 

Nach dieser Gfleichung können wir (12) weiter aus- 
führen. Es wird: 

Dg = AiBi -A^. 

D^ = ^Dj-3^i,2>g + 6^Di -6^4, 
Ds =^iD4 -AÄ^Ds + 12^Dj-24^4i)i + 24^ , 
D« = ÄiDi -5A^D^ + 20^Ds - GO^^Dg 
+ 120^^1 -120^6 . 
Wir setzen nun 



(U) 



(15) 



j; = M,, 



dann lassen sich diese Formeln zusammenfassen in: 
(16) iMi=^A,Mi.,-Ä^Mi.2+Ä^Mi.s- . . . +{-lY+^Ai . 

Ersetzt man in (14) die höheren Di durch die niederen, 
so erhalten wir schließlich: 

D2 = -4-1 -4.2 1 

X/3 = Ai o Ai A2 + 2 A^ , 

D4 = ^f - 6^M2 + 8^^ + 3^1 - 6^4 , 

D^^Äl- lOA^Äi + 20 AlAs + 15 A^Al - 30 A^A^ 

-20^^3 + 24^, 
De = At- IbAiA^ + AOAlA^ + AöAUl - 90 ^^4 

- 120^^8^+144 J.i^-15^i + 90^,^4 

+ 40^1-120^6. 

Diese Di sind also jetzt durch die Ai ausgedrückt. In 
den Ausdrücken rechts sind die Summen der positiven 



(17) 
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und negativen Koeffizienten gleich. Für Ai = i* 
schwinden also, alle D» {% > 1) ; 



ver- 



3. Die koTarianten Systeme. 

Wenn wir in Ai statt a und a Veränderliche n 
schreiben, so entstehen Strahlformen, welche gleich Null 
gesetzt zu 8^ kovariante Komplexsysteme zweiter Ordnung 
liefern. Diese sind: 

f Äi = .r^ = , 

(18) { 8^~n}}>l.cl,^0, 

8^^7i}h}eiai.el.^0. 



Zu bemerken ist, daß das erste dieser Systeme mit 
dem identischen zusammenfällt. 

Zu einem gegebenen K^(jp) gibt es dann eine Eeihe 
von Polarkomplexebenen, die sich aus (18) leicht ableiten 
lassen: 

■ «i, - «J. = , 

(19) •] Ä»,, = ^2'p^ = 0, 

0. 



«8 ; 



n}.h),cl 



Wir setzen nun im folgenden voraus, daß Dg nicht 
verschwindet. Es entspricht dann nicht nur einem K^ip) 
eine Polarkomplexebene ^^^«==0, sondern auch um- 
gekehrt jeder Ke{Q) ein Polkomplex. ISTehmen wir nun 
diese Ke(Q) gegeben an und suchen den zugehörigen Pol- 
komplex i^(p); wir setzen dann, wenn t ein Pro- 
portionalitätsfaktor ist: T^i|. = aiip^^ oder 



(20) 



Qik^Oik^V'r,«-, 
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3. Die kovarianten Systeme. 61 

Hier ist die Determinante A aus den Koeffizienten 
rechts nach (7): 

oder nach (15) 
also 

Aus den sechs Gleichungen (20) erhält man durch 
Auflösung nach p/«: 



^ ^ aj 



und da 



2 ^ SaijtOCrs 

dA e^A 



Qik=-^Vr» 



so wird: 

(21) Ao^^rTT 






ik r» 



Der Ausdruck rechter Hand entsteht aus A , wenn 
man a und oi durch q und o ersetzt. Es ist somit: 

(22) 61fe4 = r{QlM, - ^„Jf, + ;8^„ Jf, - . . . - ^J . 

Diese Gleichung besteht zwischen den drei Größan.- 
reihen p , q und o , wobei jedoch zwischen den q und p 
die sechs Gleichungen t^^^ == aijcp'J bestehen. Setzen wir 
diese Werte von q in (22) ein, so fäUt r weg und es bleibt: 

(23) 6M,ol. = 8l„M, -8l,M,+ .,.^ 81 



"pg 



Diese Identität besteht zwischen beliebigen o und p ; 
wir setzen nun pu==—— — '-, dann wird: 

6 Jfe «:, = «S+^lfs - S:+^M, + . . . - ä;+6 , 
woraus sich schließlich ergibt 

(24) ^, = Jfi^-^ - 3f, ^-' + . ■ . + ifs^gg,-" - 6 Jf,^;-« . 
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Hieraus folgen zwei wichtige Eekursionsformeln. Für 
a = q wird aus (24) : 

(25) l 

Für a*= a^q — oc wird aus (24) : 

+ Jfs An-5 — GMq An-6 . 



(26) 



In den beiden letzten Formeln ist natürlich n > 6 . 

Wir ersehen daraus, daß die Eeihe der Ai und 8^ be- 
züglich Unabhängigkeit schon bei 8^ und Aq abbricht. 
Alle höheren Ai und 8^ sind durch die ersten sechs aus- 
drückbar. 

Daraus ergeben sich unmittelbar die beiden folgenden 
Sätze: 

„Alle Invarianten eines Komplexsystems 8^ sind durch 
die sechs Formen J.< ausdrückbar." 

„Alle Strahlformen eines Komplexsystems 82 sind 
durch die sechs ersten kovarianten Systeme darstellbar." 

Setzen wir in (24) a = g = r , so ergibt sich die Glei- 
chung des Systems 2. Ordnung Ä* = Q in Komplexebenen- 
koordinaten für n = 7 : 

( i:^^ = M,8t^^M,8l + M,8U-M,8l 

Wir verweilen nocb etwas bei den quadratischen 
Komplexen, die wir kurz mit E^ bezeichnen, insofern sie 
aus 8* entstanden sind. Zufolge der Unbestimmtheit der 
Koeffizienten in K^^n^n^. -{-IcTt^^^O können wir das 
volle Invariantensystem eines K^ auf fünf Formen redu- 
zieren. Die Willkür Kegt nämlich nur in den Koeffi- 
zienten Oitamn der Glieder mit TinTiit; diese Koeffizienten 
und nur diese kommen in A^ vor. Wir können dann Ic 
so bestimmen, daß A^ für Ji^^nl^ + lcn%. = gebildet, ver- 
schwindet. Wir erhalten so: 
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4. Die Berechnung der A„ und 8" . 63 

somit wird die „Normalform" der Gleichung eines K^i 
(28) nlnl-l-A^nl.^0. 

Durch die Bedingung A^ = ist jetzt die Unbestimmt- 
heit der Gleichungsform 7i\' n\. = aufgehoben und auch 
die Gleichungen (17) bedeutend vereinfacht worden. 

4. Die Berechnung der An und 8^. 

Für die Bildung der S^ in nicht symbolischer. Form 
erhalten wir folgende Formel: 

1 ^^ dS^-^ dS^ 



Hier sind die 8^ als Funktionen 2. Grades in ji^^t 
oder jiii zu betrachten. Die Summe erstreckt sich dann 
auf alle sechs Indizespaare ih : Hat man bo 8^, 8^j ... 
nacheinander gefunden, so ergeben sich die J.^**) durch: 

^ov) JL^ 16 ^ ^ ~67ia St^ ' ^nU ÖTi;, • 

Wenn wir der Eeihe 8^ das identische System als 8^ 
voranstellen, so gilt (29) für n ^ 2 , (30) für n ^ 1 . 

Daß (30) auch noch für n = 1 gültig ist, läßt sich 
leicht nachweisen. Führen wir für zwei komplementäre 
Indexgruppen iTc und mn das Zeichen ih p[:mn ein, so ist 

^ ^ = ^ / 4 (e fc # r «) . 

Hierbei bedeutet der zu 4 gesetzte Faktor {iTc # r «) 
die Einheit, wenn ilc zu rs komplementär ist, sonst 
immer !N'ull. Danach wird 

^1 = h^^'^i^^ #r«)-8a<ta,, 
](in ocik = a«' , w. z. b. w. 



= 2^, 



Ebenso wie wir aus 8^ die J.< und Ä" ableiteten, 
können wir ein System S* dieser Eeihe als Ausgangspunkt 
nehmen. Wir erhalten natürlich dadurch keine neuen 
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Formen, Wir bezeichnen mit iS*(S*) die Form Ä* f ür /S* 
als Grundform und ebenso mit A'{S*) die Form A^ für 
die Grundform S*. Dann wird {n > 2) 



somit : 



ns') 


1 -^c 


ca.» 


es" 


?»(««) 
?*(«•) 









(31) ^(g*) = ^('»-i)-('»->) 



Daraus ergibt sich dann nach (30) 

(32) A'^jS^) = An(i-i) . 

Die Formeln (31) und (32) dienen dazu, um z. B. die 
Diskriminanten der kovarianten Komplexsysteme 8^ zu 
berechnen. So wird nach (16): 

D.iS") = 6! Jtfe(S^) = 5! [A,{S^) M,(8^ - ... - A,{S^)] . 

Hierdurch kommt man auf die höheren Aij welche 
nach (26) durch die ersten sechs ausgedrückt werden 
können. 

Wir schließen gleich die Berechnung der Ä* und A^ 
für das identische System an. Hier ist dann 8^ == ti^j also 

d. h. 

(33) ^n(ffiO) ^ ^0 ^ ^, , 

Demzufolge wird dann 

^«(^20) = ^.^2!^i1c # r«) .4(ife # r«) = 6 , 

(34) ^»(^2Q) = 6. 

Zwei Komplexsysteme 2. Ordnung 8^ ^ nl^ n\r = 
und T2 ^ 71^, jT^^ = bestimmen ein Büschel solcher 
Systeme, dessen einzelne Individuen durch 

X2 = Ä« + A T2 = 
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oder 

(35) L^ = nl7zl. + Xjtl.Jtl.^0 

dargestellt sind. 

Wir nehmen nun L^ als Grundform und leiten für 
diese die Formen /8* und Ai , die wir mit 8^{L^) und A*{L^) 
bezeichnen, #b. 8^{L^) ist eine -homogene Funktion vom 
(n — 1) ten Grade in den Koeffizienten {aoc + Xmju) von L^ . 
Wir könnten daher den Taylorschen Satz anwenden. Ein- 
facher kommt man jedoch zum Ziel, wenn wir in 8^ 
sukzessive die (aa), (fc/ß), (cy) ... durch (aoc + Xm/u) , 
(bß + Xnv) ... ersetzen. Es wird so 



<36j 



8-{L^) = 8-.,^o + (^ l ^)>lSS-2,i 



+ (^2^)^'*-3>2 + --- + '^' 



"-'•SS,«-i- 



Hierbei sind die /8;_^,,_i Formen, welche so wie Ä** 
gebaut* sind; nur enthaiten sie nicht (n— l)mal die 
Koeffizienten (aoi) von Ä^, sondern diese nur (n — t)mal, 
die von T^ aber {i — 1) mal. Demzufolge ist auch 

ä" = ä:;-i.o, ^"=T2_i,o und* Ä2_M-i=T?. ,,„.,. 

Ihre Bildung erfolgt nicht-symbolisch durch die Gleichung ^ 

(31) 8^ -ilÖizll^ (i^2) 

Zur Bildung dieser Ausdrücke kann man entweder 
von 8^ oder von T^ ausgehen. 

Wendet man dasselbe Verfahren zur Bestimmung 
der An(L^) an, so erhält man: 

(38) ^n(i^^)=<o+(i) AASrL,,i+(^) X^AtU^^+ . . . +l-At!n. 

Weitzenböck, Komplexsymbolik. i ^ \ 
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Der Koeffizient von Jl** stimmt hier mit A^{T^ über- 
ein. Das Bfldnngsgesets der AJTUt* ^^ wieder gegeben 

Man kann hier eb^o von 8^{T^ a^jßgehen, wie 
oben erw&hnt. 

6. Beispiele. 

Wir behandeln zuerst einen quadratischen Komplex, 
der iins schon früher begegnete. Die Variablen bezeichnen 
wir mit tcj^ und wollen sie weiter nicht definieren, da hier 
nur der formale Teil erledigt werden solL Durch die 71^^ 
kaiin ebensogut eine Gerade als ein K^{n) oder eine Ke{jt) 
gegeben sein. 

1. Wir wählen die Gleichung einer ^,=09^2 1^ Linien- 
koordinaten und setzen 

Dann ist jI^ = und: 






= 2(a'ftO«ii^.'^6' 



(<ktt«»n), 



somit 






^ setzen wir ^{a'^e^d^^ = A = der Diakriminante der ^2 » 
*so ist also 

(40) i8f» = ^>ji^, 
^und daraus folgt: 

(41) g4^^,ffl. 

aus dieser Gleichung folgt dann sofort S^^A^Ti^y 8^=Ä*8^ 
oder allgemein . s«*+i = A'^n^ 



(42) 



/Google 
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Nehmen wir jr^ = , also die jth als Koordinaten 
einer Geraden, so verschwinden alle ungeraden S^ identisch. 
Hieraus ergeben sich leicht die A^, da: 

Es ist somit bei ungeradem n = 2i + l 

A«+i = ^22.SÄ'{ik # rs) (a'6')«(«'6')r. 

<41) ^«^-1 = 0, 

tmd bei geradem n = 2i wird analog 

wobei mn # »fe und ar if^^ r« ist, also 
(42) Ä^i^jA*, {A^ = 0) 

Demzufolge wird: 

D, = -^A^', 

sämtliche Invarianten dieses Systems sind durch A aus- 
drückbar. 

2. Wir behandeln den Fall, wo 8* in lineare Faktoren 
zerfällt, welche, wenn jXjt Strahlenkoordinaten sind, Ge- 
rade darstellen. 
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dann ist 

öS« 









(mi» i|:tl?) 



Alao wird 

wenn J = (r^G^co^r^) . Daraus folgt dann 

^-4..=(i)V... 

also sohließlioh 

(43) S' = [ff~'8*. 



S*8* 



somit wird nach (30) 



(44) 



-(!)"• 



Demzufolge ergibt sich: 



(4Ö) 



A = 2 ' ■'*« " , 



!>,= 



8 ' 



D. = 



(n^3) 



Wir wenden diese Formeln nun täi einen quadratischen 
Komplex an, welcher gewöhnlich der tetraedrale oder 
Beyesdhe Komplex genannt wird. Die Geraden desselben 
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sind dadurch definiert,, daß sie vier Ebenen v% o% lo' 
und t' nach vier Punkten mit konstantem Doppelver- 
hältnis Tc schneiden. 

Es sei {xy) ^p^ eine solche Gerade. Ihr Schnitt- 

punkt mit v' sei ui + l^ui^O, also Ai = — 4, analog 

Vy 

erhält man ^ , X^ und A4 für die Schnittpunkte mit 0% (o' 

und t' . Führt man dann in fc = y ^ : -y ir diese 

Werte ein und nimmt p* ^ ^2 veränderlich, so ergibt sich 
als Gleichung des gesuchten Komplexes: 

(46) n^* Ug' Qfo* Qr' — fe TIq,' n„' Qy* gr- «« . 

Wir müssen also zur Berechnung der /8** und A^ die 
Formeln (36) und (38) anwenden. Nun sind, wie man 
sich leicht überzeugt, hier die Formen ÄJ_^,,_i und AJL,,, 
identisch Null. Wir können daher sofort hinschreiben, 
mit Eücksicht auf (43) und (44): 

«..(4)-s.+<-.,.-.<-«'V^:.'«., 

WO E2 = 71^' n„' Qy' Q^^ . 

(47) Ä" = (4)'* '(^' - ^""-'R") . (w ^ 2) 

Ä** ist also geometrisch mit dem ursprünglichen Kom- 
plex identisch, wenn fc eine Wurzel der Gleichung 

Äj«-i - fc = 

ist, oder da wir 3fc ^ annehmen können : 
fen-2 - 1 =^ , 
Ferner wird: 

(48) ^„ = 2(|)"(l + fc-), 
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und hieraus ergibt sich 



m 



D, = -{l + k), 



^* = ¥^^ 



1>« = 0. 



(61) 



Beim Beyeschen Komplex sind also D^ und Dg 
gleich Null. 

3. Schliefilich wollen wir noch An and S' fdr die 
Komplexe: K = 8* + 18^ = berechnen. Man erhält 
nach (36) und (37): 

(50) 8'{K)==8^+h~'^y8^-^+(^~'^y^8'-^+...+X''-^nl. 
nnd ebenso nach (38) and (39): 

Demzufolge wird: 

i)s!(Z) = J>8 + 2A-52>i + 6i«-5 , 

D3(Z) = J>8 + 3A.4Dj + 3;i».4.5.i)i + 6A».4.5, 

i>4(Z) = J>4 + 4A-3i)j+6A«-3-4-i)8+4A8.3.4-5-i>, 

+ A*.3.4-5.6, 
(52) I i>5(Z) = D5 + 5A-2D4 + 10A».2.3.D, 

+ lOA». 2-3.4. i)g+5A*-2-3.4.5.i)i 

+ /15.2.3.4.5.6, 
Dg(K) = De + 6 A . 1 D5 + 15 A« • 1 . 2 . i>4 

+ 20P.1.2.3.i)8 + 15/l*.1.2.3.4.2), 

+ 6As.l.2.3.4.5 + A«.1.2.3.4.5.6. 
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Insbesondere kann die letzte Gleichung noch in fol- 
genden Formen geschrieben werden: 



<53) 
oder 



D,{K)=^^L^_\X^D,_,. Po = 6!) 



Nennen wir ein Komplexsystem, dessen Determinante 
vom Bange 5 ist, ein konisches, so folgt, daß es in einem 
Büschel von Systemen sechs solche konische Systeme gibt, 
vorausgesetzt, daß die Diskriminante der Form 6. Ordnung 
von A.(53) nicht verschwindet. 

6. Das Kleinsche System. 

Sind 8^ = und T^ = zwei Komplexsysteme 2. Ord- 
nung, so gibt es im Büschel L^^ 8^ + XT^ = sechs 
konische Komplexsysteme 2. Ordnung. Es sei Li ein 
solches; dieses enthält dann einen Komplex als „singuläres 
Gebilde", gerade so, wie ein Kegel 2. Ordnung seine Spitze 
als singulären Punkt enthält. Wir wollen diesen f ^, um 
die Analogie festzuhalten, „Spitzenkomplex" von Li nen- 
nen. Die Polar -Z^e irgend eines K^ bezüglich Li geht 
durch den Spitzenkomplex, dessen Polar- £6 selbst völlig 
unbestimmt ist. Aus letzterer Tatsache ergeben sich dann 
die sechs Gleichungen a^ a^/ = , aus denen man die Ko- 
ordinaten pii. des Spitzenkomplexes leicht bestimmen kann. 
Die Gleichung von Li in Komplexebenenkoordinaten wird 
demgemäß ein vollständiges Quadrat, das Quadrat des 
Spitzenkomplexes von Li. 

Wir erhalten also mit den sechs konischen Systemen 
auch sechs Spitzenkomplexe Qi. Auf diese 6Qi wird 
man auch durch die Frage geführt, welche K^ bezüglich 
«2 = und T« = dieselbe Ke als Polar-iTe besitzen. 
Ferner beweist man leicht, daß je zwei der sechs Spitzen- 
komplexe {üi und ßfc) sowohl bezüglich Ä^ ^Is auch be- 
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züglich T* konjugiert sind, d. h. die Polar -Ä^e von Qi 
geht durch Q^ und umgekehrt. Daraus folgt, daß die Ke , 
die man durch fünf von den Qi legen kann, mit der 
Polar -Xe des 6. Spitzenkomplexes zusammenfällt. (Be- 
züglich des Beweises, daß Qi und Qj^ konjugiert sind, 
v^. Clebsch- Lindemann, Vorlesungen, Bd. II, S. 208.) 
Transformiert man dann die Komplexkoordinaten yii^ auf 
die Koordinaten der Spitzenkomplexe, führt also diese 
als Fundamentalkomplexe ein, so enthalten die neuen 
Formen 8^ und T^ nur die Quadrate der Variablen. 

Wir ersetzen nun in diesen Betrachtungen T* = 
durch das identische System Ä*® = . Dann gibt uns 
Gleichung (53) die sechs konischen Komplexsysteme 
Li^ 8^ + Xi8^ =^0 . Wir setzen in folgendem voraus, 
daß die Diskriminante D von (53) nicht verschwindet. 
Die sechs Spitzenkomplexe der Li sind dann bezüglich 
des 8^^ konjugiert, sie liegen also gegenseitig in Involution 
oder bilden ein Kleinsches System. Da jedes System 
Ä* + ^ Ä*^ = den zu Ä^ = gehörigen quadratischen 
Strahlenkomplex enthält, so können wir sagen: 

„Durch jeden quadratischen Linienkomplex gehen im 
allgemeinen sechs konische Komplexsysteme 2. Ordnung, 
deren Spitzenkomplexe «in Kleinsches System bilden.^' 

Jedem quadratischen Linienkomplex ist also so ein 
einziges Kleinsches System zugeordnet. Wir wählen dieses 
als Fundamentalsystem; dann enthalten die transformierten 
8^ und 8^ nur die Quadrate der Variablen. Es sei also 
jetzt 

(54) ««=2^A,,^?, = 0, 

1fr 



(55) «^o=^^^^2^_0. 

Demzufolge wird die Bedingung, daß ein K\^^ speziell 
sei, nicht mehr ji^ = , sondern ^H%k ^i = ; es existiert 

also nicht mehr das komplementäre Gegenüberstehen 
von Tiij^ und Tr^m (t & # m n) . Wir könnten daher sehr 
gut jetzt in (54) und (55) die sechs Variablen Pi einfuhren. 
Im Anschluß an das Frühere jedoch bleiben wir bei der 
Bezeichnung mit zwei Indizes. 
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6. Das Kleinsche System. 73 

Wir bilden nun die kovarianten Systeme zu 8^ und 

1 dnl 
Ä^o der Gleichungen (54) und (55). Es ist ^'*=2^y^» 

somit wird, da te^ in die Form ^/Mk^h transformiert 

erscheint, statt jiik zu setzen sein juhtih,, also wird 

38^ 1 68^ 

3-j- zu ersetzen sein durch — -^ — . Somit werden die 

Formeln (29) und (30) zu: 

1 68^-^ dS^ 



(^6) • ^ = T^i; 



-^ A*»* ^^ik ^^k 

und 



oder 



<* r# 



1 ^^^^^^ 1 ö^Ä" 

= TT > > — (ilfc = r«) ^^ 5 — «(ifc = r«)A^j., 



ik r# 

(57) A«=- y^-^-^ 

2 ^ fiik^^ik^^k ' 

In diesen Formeln ist schon berücksichtigt, daß in 
dem Ä*, welches durch (54) gegeben ist, nur der Zahlen- 
faktor 2 beim Differenzieren auftritt und nicht wie bei 
der Form 7i^,7i\. der Faktor 4. ^^^ 

Aus (56) ergibt sich, da nach (54) -^ — = "^i^k^ik 

^ 1 ^Kk S8-^ ^ 
also sukzessive 
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und daraus folgt allgemein: 
(58) Ä" = 5'^ 



Jedem dieser kovariantcn Komplexsysteme ist also 
dasselbe Klein sehe System zugeordnet. Für A = /x folgt 

aus (58): 

(59) 8-{Sn^8^o^:S^,7th, 

was mit früherem übereinstimmt, da die 8^ für das identische 
System mit ihm zusammenfallen. 

Aus (58) folgt : -^ ^ — = 2 -^ , somit wird nach (57) : 

Wir können in (55) die /i^j. gleich der Einheit setzen; 
dann sind die A^* die sechs Wurzeln aus D^{E) = . Die 
Gleichungen (54) und (55) werden dann zu: 

und 

(61) -f""^*^^- 



Vorausgesetzt ist hierbei, daß D« (K) = keine gleichen 
Wurzeln hat, daß also die Diskriminante dieser Gleichung 
von Null verschieden ist. 

7. Die reziproken Systeme. 

Es sei Ä^^ = die Gleichung eines Komplexsystems 
2. Ordnung. Ist t^* eine Ke, so hat ihr Polkomplex 
bezüglich des identischen Systems ^^ = dieselben Koordi- 
naten. Er liegt auf 8l„ = 0, wenn 8^^ = ist. Denkt 
man sich zu jedem K^ auf 8l„ = die Polar-Z^e bezüglich 
eines anderen 8^ konstruiert, so umhüllen diese Polar-£e 
ein Komplexsystem 2. Klasse, welches zu 8^„ = bezüglich 
8^ reziprok genannt werden kann, wobei sich diese Ver- 
wandtschaft nur auf den Komplexraum bezieht. Aus 
obigem ergibt sich also der Satz: 
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7. Die reziproken Systeme. 75 

„Vertauscht man in Sl„ = öle Jia mit den t<;j. , so 
stellt Äj^ = das zu 8l„ bezüglich 8^^ reziproke System 
dar." 

Es seien /8*^jrJ.7E^/=0 und T*^jT^.7r^/ = gegeben. 
Das zu T^ bezüglich 8^^ reziproke System ist TJ,^tJ,/t^.=0 . 
Ist Zfp) ein K^ , so hat seine Polar-Ä^e bezüglich 8^ die 
Koordinaten aikpl" Sie gehört also TJ^ an, wenn 

ist. Lassen wir hier p veränderlich, so ist 

(62) M^ = 7tlnlml,x%==0 

die Gleichung des zu TJ, bezüglich 8^ reziproken Systems. 
Nehmen wir hier statt T^^ das nach (27) gebildete 2^(T^) , 
so erhalten wir das zu T^^ bezüglich 8l„ reziproke System. 
(62) erhält man in nicht symbolischer Form: 

Nehmen wir hier für T^ das Ä^®, so wird M^ mit 
Ä* identisch, wodurch dessen geometrische Bedeutung er- 
hellt. 8^ ist also das zu Ä^o bezüglich 8^ reziproke 
System. Es stimmt dies mit der Forderung überein, daß 
die Polar-Z^e eines K\p) bezüglich 8^ speziell .ist; diese 
Bedingung ist nämlich auch 81^ = . 

Setzen wir in (62) statt T?^ . . . Äj^ , so wird M^ mit 
Ä* identisch. Wir konstruieren also zuerst das zu S^„„ 
bezüglich 8^^ reziproke System S^^ und dann zu diesem 
das bezüglich S^„„ reziproke System. Dies ist die geo- 
metrische Bedeutung von 8^, Ähnlich lassen sich zu 
allen S^^ und 8^^ solche Konstruktionen finden; da aber 
bereits Ä^ als Aggregat der niederen Sf' mit Einschluß 
von 8^ ^8^^ darstellbar ist, so »führen diese beliebig 
fortzusetzenden reziproken Konstruktionen zu keinen neuen 
Systemen. 

Es sei durch Kl^^ und K\^} ein .Komplexbüschel be- 
stimmt. Dieses Büschel schneidet 8^^n\ji\.^0 und 
8^^ ^ JT^ = in je zwei Komplexen x^t^> -f p^g t^^ = , wo 

x\pI, -f 2 X1X2 pI + x\q\. = Q, 
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bzw. 

ist. 

Dies sind in bezug auf x zwei binäre quadratische 
Formen. Ihre Invarianten sind: 

und 

oder, wenn wir die Koordinaten {mjn) == (nv) des Büschels (p q) 
einführen, wird 

A2 =wi2,/i^n2[.vj. 

Gleich Null gesetzt, geben sie bei veränderlichem {min) 
die Gleichung von 8^^ bzw. Ä* in Büschelkoordinaten. 
Obige zwei Formen haben aber auch eine simultane 
Invariante Dj» = P> • sä- «i- + «9' P^ P«' " 2 pj. p^ ^. . Führt 
man hier die Büschelkoordinaten ein, so wird 

(64) D,,^mWa^f^l.. 

Ist 2>i2 = , so liegen die vier Schnittkomplexe des 
Büschels mit 8^ und Ä*® harmonisch. Nun sind aber 
die zwei Schnittkomplexe des Büschels mit 8^^ die Leit- 
linien des Büschels, und zwei K^ desselben, welche zu 
den Leitlinien harmonisch liegen, sind in Evolution. 
Folglich stellt für veränderliche Büschelkoordinaten I>i2=0 
einen quadratischen Büschelkomplex (00^ viele Büschel) 
dar, dessen Büschel 8^ = nach zwei involutörisch 
liegenden Komplexen schneidet. 

Von den vier Schnittkomplexen eines Büschels mit 8^ 
und 8^ fallen zwei zusammen, die je einem der beiden 
Paare angehören, wenn: 

(65) D,,D,,^Dh = 

ist. Dies heißt aber, daß das Büschel 8^ nach zwei K^ 
schneidet, von den^n einer speziell ist. Somit ist (65) 
die Gleichung des in 8^ enthaltenen quadratischen Strahlen- 
komplexes in Büschelkoordinaten. (Vgl. oben die Gleichung 
der Schnittkurve 2. Ordnung in Linienkoordinaten.) 
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8. Eomplexflächen und Komplexkurven. 

Wir behandeln noch auszugsweise den allgemeinen, 
quadratischen Llnienkomplex. 

Es seien also jetzt 71^^ Koordinaten von Geraden; 
dann schreiben wir statt S^„ . . . Kl„ ^ ^a'^«' == . * 

Alle Gerade, die durch einen Punkt y gehen, bilden 
den „Komplexkegel" von y . Seine Gleichung wird, wenn 
'^ {^y)ik = ^ik In E^„ = einsetzen, 

(66) Ky~Xa^Xa^ya^ycc^--=0. 

Die Beziehung zwischen den Punkten x und y ist 
wechselseitig, d. h. geht Ky durch x , so geht Kj, durch y . 

Dual umhüllen alle Gerade des K^ in einer Ebene v' 
einen Kegelschnitt, den „Komplexkegelschnitt £9'". Seine 
Gleichung wird dual zu (66): 

(67) ' K,^ = uiuWaVa = 0. 

Auch hier ist die Beziehung zwischen u^ und v^ 
wechselseitig. Ferner ist leicht nachzuweisen, daß, wenn y 
auf K^ liegt, Ky von v' berührt wird, worauf wir hier 
nicht näher eingehen. 

Nehmen wir in v' ein Dreieck xyz mit den Seiten 
(a?y) = r* , . (yz) = p^ und (zx) = q^ an. Dann kann 
statt (67) geschrieben werden , 

{axyz)ay; (ixxyz)(x^' =» . 

Entwickeln wir hier (axyz)au' und {(xxyz)(Xu' und führen 
die Koordinaten p*, q^, r^ ein, so wird auch: 

(68) g.— (p^^< + g^t.; + r;.t.3(p^,.< + g^t.; + r^-ti0 = 0. 

Hier können wir statt Uxj v!y und v^ ternäre Linien- 
koordinaten' Ui setzen und erhalten nach dem Aus- 
multiplizieren: 

Aus (68) ergibt sich leicht die Diskriminante D^^ 
von K^^: 
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A'=J 



pl' pl pl 


Pl- 


v} P} 




^PP ^P, ^r 


««' tä' 3* 
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q} q} 
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Ä?, iq, iq. 


e rl rl 


ri- 


r> '•^ 




K^rp Ki J^rr 



Die einzelnen Determinanten dieser Gleichung sind 
aber nach (85), Abschnitt I, umzuformen, so daß wird: 



i>«= 



8« 



ist; dies 



g- a„' &„' ac' fec' Äp' ^p' ay' ^y' . 

K^' zerfällt in ein Punktepaar, wenn D^ > 
gibt für die v'=u^ die Bedingung: 

(69) Fu^ ^ a^^ bu' (Xu' ßu' O'c' h' ^/ /8/ = Q . 

Dies ist eine Fläche 4. Klasse, die „Singularitäten- 
fläche" des K^ . Dual erhält man als Ort der Punkte y , 
deren Ky in .ein Ebenenpaar zerfällt, 

(70) F^ = a'xV<c(x'xß^xa'M(x'yß^y =^ , 

eine Fläche 4. Ordnung, welche mit der eben genannten 
identisch ist, nach dem bei Komplexsystemen Gesagten. 

Die Singularitätenfläche hat im allgemeinsten Falle 
16 Doppelpunkte und Doppelebenen, worauf wir später 
zurückkommen. 

Es sei ein Punkt y gegeben. Dann wird die Glei- 
chung von Ky in Linienkoordinaten pi 

(71) F^ = a'yh'yoc'yß'ya'poc'gypß'g = . 

Mmmt man hier p^ = q^ konstant und y veränderlich, 
so ist ^p« == eine Fläche 4. Ordnung, die so p^ zu- 
geordnet ist. Der Komplexkegel jedes Punktes von Fpt 
berührt p*. Fp» ist also der Ort jener Punkte, deren 
Komplexkegel p^ berühren. Zugleich wird F^ von den 
Komplexkegeln der Punkte auf p^ eingehüllt. 

Ist v' eine Ebene, so wird die Gleichung von K^^ in 
Linienkoordinaten 

(72) a^' b^' oc^' ß^' üp' ocg' V ßq' = - 

Für konstante p^ = q^ ist dies eine Fläche 4. Klasse, 
welche mit JPp« identisch ist, da die Gleichungen (71) und (72) 
dual zueinander sind. Wir nennen Fj^ die „Komplexfläche 
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von p^ ". Sie enthält p^ als Doppellinie. Ihre acht Doppel- 
punkte und Doppelebenen bilden eine zu sich selbst duale 
Konfiguration, die Plückersche Konfiguration (Plücker, 
Geometrie des Baumes). 

Die acht Doppelpunkte erhalt man als Schnittpunkte 
von drei Kegeln K^, Ky und JST«, wenn x, y, z auf p^ 
liegen. Dual die acht Doppelebenen. 

Es sei v^ eine Ebene durch p*. Der Pol von v' be- 
züglich jBr„' ist identisch mit dem Pol von w' durch p*, 
hat also die Gleichung P«,' ^ a„' a,«,'a„' a„' = . Ebenso 
wird der Pol von v' beziiglich JST,^ : P^' ^ a„' a„' a^(K^ = 0. 
Dreht sich w^ um p* , so beschreibt ihr Pol bezüglich K^^ 
eine Gerade, nämlich die Linie Pw^P^y welche die zu p^ 
konjugierte Linie heißt. Ihre Gleichung ergibt sich aus P^,' 
und P^j wenn man {ijD'v') = p^ berücksichtigt, in der 
Form: K^bVaVbP'd^Pß^ = ^j dies gibt umgeformt 

(73) O^ = nl.Kl^-2El^El^ = 0. 

Ist p^ dem K^ angehörig, so fällt also Op* mit p^ zu- 
sammen. Ist Elp = , so wird der Polarkomplex E^p 
von p2 speziell, seine Achse ist die konjugierte Gerade. 

Ist endlich p^ ein „singulärer" Strahl, d. h. E^p = 
und Elp = , so verschwindet Gp* identisch. Die Be- 
ziehung zwischen p^ und öp« ist nicht, 
umkehrbar. 

Ist p^ eine Gerade des E^ und v' eine 
Ebene durch p^ so berührt E^' p^ (Fig. 1); 
da Elp = ist, wird 

E,^ = jb:?,< + Z?,<2 + 2 JB^,« 
+ 2irj,ti;< + 2 JB:?pW>i = . 

Der Berührungspunkt | von p* und 
E^' ist der Pol von p^ bezüglich E^'-, 
seine Gleichung wird also 

P| = u'yEl', + <Z?p = . Fig. I. 

Hier sind q^ und r^ beliebig in v' gewählt. Nehmen 
wir nun Zj^ = , d. h. q^ dem Komplexe E^p = an- 
gehörig an. Dann ist E^p:^Oj da sonst p*, g* und r* 
durch denselben Punkt /S gehen würden, es läge also kein 
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Fig. 2. 



eigentliches Koordinatendreieck vor. 8 ist nämlich der 
za v' im Komple;ze E^j, konjugierte Punkt. Ist aber 
K^g = , so wird die Gleichung des Berührungspunktes f : 

I fällt also mit z zusammen (Fig. 2). 

Der ^Berührungspunkt von K^^ und p* 
ist also der zu v' bezüglich ZJ^ = kon- 
jugierte Punkt. 

Ein singulärer Strahl ist ein solcher, 
welcher den Komplexen E^p und Z|p an- 
gehört. Es gibt in jeder Ebene vier solche 
singulare Strahlen; sie sind die gemein- 
samen Tangenten zweier Kegelschnitte K^ 
und Kl^ , wo JBT?/ der Komplexkegelschnitt 
von v' bezüglich K^^ = ist. Dual gehen 
durch jeden Punkt vier singulare Strahlen. 
Ist p^ ein singulärer Strahl, so wird 
jfjp = speziell. Die Gleichung der Achse 
ist dann E^^ = , und diese schneidet p^ 
zufolge E^p = in einem Punkte P, . 

p* und die Achse q^ von K^j, = liegen in einer 
Ebene JB,, der singulären Ebene von p^. Sie wird von 
allen Ky {y auf p^) längs p^ berührt. 
Ebenso heißt P« der singulare Punkt 
auf p^. In ihm wird p^ von allen K^ 
(v' durch p^) berührt. Wir wählen nun 
ini?'=(p^g*) das Koordinatendreieck 
p2, g*, r^; dann schneidet r*, wel- 
ches beliebig in v' liegt, g^, somit ist 
-ffj;=0,.-r^^:^0. Es wird dann -K|p=0, 

Somit ist 

K,' = K^p ui^ + KIM^ + 2iq,w;<= 0. 

Es zerfällt also K^' in ein auf p^ 
gelegenes Punktepaar. (Fig. 3.) Dual 
zerfällt Kz in ein durch p^ gehendes 
Ebenenpaar. 

Der Ebene v' entspricht bezüglich des K^^ = ein 
Punkt P . Dieser liegt auf p^, da p^ in v' wegen Klp — 




Fig. & 
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dem Elj, = angehört. Wir nennen ihn den Punkt P 
der Ebene v' ; er ist mit P, nur dann identisch, wenn 
auch g2, das ja in v' durch P, geht, dem Klj, = an- 



gehört. Da nun q^ 






ist, so müßte JST* 







sein, was wir vorläufig nicht voraussetzen. P, ist ein 
Punkt der Singularitätenfläche, E, die zugehörige Tangen- 
tialebene, p* ist Tangente an F^, Pj und Pg , welche zu- 
sammen K^' bilden, sind die zwei weiteren Schnittpunkite 
von p^ mit F^. Der Punkt P von v' liegt auch auf p*, 
uifft zwar mit P, nicht zusammenfallend. Wir können 
nun r^ durch P, wählen, so daß also r^ dem JST^p = an- 
gehört, oder jBr|^ = ist. Dann wird aber 

d. h. P liegt zu P, bezüglich P^ und P^ harmonisch. 

Sind Kl„ = , Kl„ = , . . . die Polarkomplexe einer 
Oeraden a, so erhält man den zur Ebene i?'= (xyz) be- 
züglich JSrj^ = konju gierten Pun kt in der Form: 

Hierbei sind p^j q^ und r* wieder die Seiten des Drei- 
ecks xyz. Nehmen wir a^ = p^ , 
so wird aus (74) 

K;^ui + Ki^^y + k;m = 0. 

Setzen wir hier nun 

so wird E}p,. . w/ = , was mit 
obigem übereinstimmt, da P, 
mit z zusammenfällt. Für n = 3 
folgt dann: 

El^u'^ + El^ui + El.ui = 
oder 

Kl^ui + Klj,ui + KIM = 0, 

somit wird P = JBC*,!*; + El^ui = 
übereinstimmt. 

Wenn nun auch K^^ = ist, so fällt P, mit P in » 
zusammen (Fig. 4). JT«' wird dann: 




Fig. 4. 

, was auch mit obigem 



We itzenbOcky Komplezsymbolik. 
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III. Absehnitt Die quadraüsohen Komplexe. 



d. h. ein Punkt des Paares, in weiches K^ zerf&Ut, f&Ut 
mit z susammen. In z sind also jetzt drei Punkte von 
F^ Yeieinigt. Der vierte Sohnittpunkt von p^ mit JP« ist 
dann gegeben durch E^r^ + 2 E^r^ = . Die Geraden, 
welche den Komplexen jB:^^ = , Z^^ = und K%„ = 
angehören, sind somit Inflezionstangenten der Singu- 
laritätenfläohe. 

Nehmen wir nun auch an, daß E^^ speziell ist,.daB 
also p^ auch dem Komplex i£^„ = angehört. Es gibt 
dami nur eine endliche Zahl von solchen Geraden ^^ . 
Sind die Gleichxmgen auf das zugehörige Kleinsohe System 
transformiert, so bestehen zwischen den sechs Koordinaten pi 
von p^ die Gleichungen: 

Hieraus wird z. B. 



op\ 



1 1 



^ ^4 ^ ^ 



= (^- 



• (^4-^5) (^4-^) 

also op< = + >Pi; hieraus ergeben sich 32 solche Greradep^. 
Es taucht hier noch die Frage auf, ob es bei einem 
sdlgemeinen Komplexe E^„ = Gerade gibt, die allen 
K^ gemeinsam sind. Es tritt dann zu obigen Gleichungen 
noch Äjp = oder 21^p\ =« hinzu. Diese sechs Glei- 
chungen können aber nur dann zusammen bestehen, wenn 
die Determinante P aus den Koeffizienten von p| ver- 
schwindet, d. h. es* muß 

111111 

K K k k K 



Pi 



^1 
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8. Komplexflächen und Komplexkurven. 83 

sein. Nun ist aber P^ die Diskriminante von (53), bei 
einem allgemeinen Komplexe gibt es also keine solchen 
Geraden. 

Ist K^p = , so ist Klp speziell; seine Achse schneidet 
zufolge JB^p = und K^p = die Achsen p^ und ^f^ von 
Klp und A^p. Da sich nun p"^ und q^ schneiden, so 
liegt K^p entweder in der Ebene (p^q^) oder geht durch 
den Punkt (p^q^)> Beides zusammen kann bei einem 
allgemeinen Komplexe nicht eintreten; denn dann wäre 
^IPi = «iPi + «2 ^Pt ? ^Isö ^? = «1 + «2 ^ , es müßte somit 



i? 


k 1 


n 


h 1 


if 


k 1 



identisch verschwinden, also auch die pi identisch ifull sein. 

Wenn die Achse r^ von K^p in der Ebene (p^q^) 
liegt, so können wir p^ , q^ , r^ als Koordinatendreieck 
wählen. 

Der Komplexkegelschnitt der Ebene (p^q^) = v' ist 
dann Kpp • w^^ = , also ein Doppelpunkt, p^ hat mit 
Fpi im Punkte (p^q^) vier Punkte gemeinsam. Geht r* 
durch den Punkt (p^q^), ohne in v' zu liegen, so erhalten 
wir dual als Komplexkegel von (p^q^) die Doppelebene v\ 
Diese 16 Doppelpunkte und Doppelebenen sinddie 16 Doppel- 
punkte und Doppelebenen der Singularitätenfläche. Sie 
bilden mit den 32 Geraden p^ die Kummer sehe Konfigu- 
ration. 

Wir führen schließlich noch die transformierten Glei- 
chungen der Komplexsysteme S* in Komplexebenen- 
koordinaten an.. Es wird 

(75) 2t:=i:'S.-o. 



m 2'"-2'#T-o. 
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84 m. Abschnitt. Die quadraÜBchen Komplexe. 

Yoranssetzimg fär die yoistehenden Ableitungen war, 
daß die Diskiiminante von (53) nicht verschwindet. 

Die Gleichung der Singularitätenfläche F^ war in 
Ponktkoordinaten x: aiHo^ißi ai ocyhißy^O^ oder wenn 
wir ai (Xx ai oci » Kl^ setzen, s6 wird nicht symbolisch 

Ist der Komplex J^^ speziell von der Art, daß alle 
seine Gerade Tangenten einer Fläche 2. Ordnung fi sind, 
so erhält man als Gleichung der Singularitätenfläche 
j^ A • (^)* , wobei A die Diskriminante von /l = bedeutet. 

Wenden wir dies auf den Komplex (25), Abschnitt n, 
an, so erhalten wir, wie oben angedeutet wurde, das Qua- 
drat der Fläche 2. Ordnung, welche zu dem Netze {ahc) 
gehört. 
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IV. Abschnitt. 

Die linearen Komplexe im vierdimen- 
sionalen ßanm. 



1. Emleitang. 

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Betrachtungen 
in einem Operationsraum von n Dimensionen. Ein Punkt P^ 
ist durch (n + 1) Verhältniszahlen of , 4*», . . . , af^+t be- 
stimmt. 

Es sei d eine ganze, positive Zahl <n , also d höchstens 
gleich n — 1 . Ein linearer Ra ist durch {d + 1) vonein- 
ander unabhängige Punkte bestimmt; diese Punkte seien 



^1,^2 



• d+l ' 



Die Koordinaten derselben können 



in eine Matrix M zusammengestellt werden, so daß 



M 






^n+i 



x'f^^' a^^ti 



Aus dieser Matrix M lassen sich nun 



m. 



ver- 



schiedene, (d -f 1) reihige Determinanten [bilden, welche 
wir die „Koordinaten des R^^^ im R^ nennen wollen, und 
zwar hier „Punktkoordinaten", da der Ra durch Punkte 
bestimmt wurde. 

Weil l^i i) = f!^ Z]^)> so haben zwei Bäume R^ 

und Rn-d-i die gleiche Anzahl von Größen zu Koordinaten, 
sie stehen sich im R^ dual gegenüber. 
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86 IV. Abschnitt. Lineare Komplexe im Yierdimensioiuden Baum. 

Wir behandeln gleich den einfachsten Fall, wo d=n—l 
igt. Die Koordinaten des JB»_i sind dann l*"*" j=n+l Zah- 
len, die wir mit ui bezeichnen und ,,Baumkoordinaten'' 
nennen. Von nun an gilt also d>0, d<n — 1. 

Ist durch n Punkte ein B^_i gegeben und Pn+i ein 
weiterer Punkt, so drucken wir die Bedingung, daß P^^i 
im B^_i liegt, durch Nullsetzen der Determinante 

aus, oder wenn wir nach der letzten Zeile entwickeln: 
(1) tt^ = a?«^ = . 

Ein Rd kann bestimmt sein entweder durch (d+l) Punkte 
als Verbindungsraum, oder durch (n — d) JB„_i als Schnitt- 
gebilde. Nehmen wir zuerst den ersteren Fall; es seien 
Pi (t = 1, 2, . . ., <2 + 1) die (d + i) Punkte, welche den 
Ra bestimmen. Wenn wir in Jf die tte, fcte, Zte ... 
Yertikalreihe zu einer Determinante zusammenfassen, so 
erhalten wir eine Punktkoordinate des B^y die wir ent- 
sprechend den Vertikalreihen mit Pi,i,z,... bezeichnen. Da 
^^^^ Pi, *,/,... = —Pk,i,i,... ist, so können wir diese Koordi- 
naten Pi,t,i,... durch n-dimensionale, (d+l)-fältige Komplex- 
symbole darstellen. Es wird also Pi,k,i,.,. = PiVkPi -- » - 
Ähnlich wie wir früher von einer Qeraden p^ sprachen, 
sagen wir kurz Bd(p^'^^) für einen R^ mit den Punkt- 
koordinaten Pi, »,!,... . Die i, Jcj ly . ,. geben eine Indizes- 
gruppe, welche einen Teil der Zahlen 1, 2, 3, . . ., n + l 
bildet. Der andere Teil dieser Zahlen gibt die zu t, fc, 2, . . . 
„komplementäre'^ Gruppe t', le\ l\ .... 

Über das Vorzeichen, welches der Koordinate p», *,/,... 
zu geben ist, wird gleich entschieden werden. 

Es seien außer den (d + l) Punkten, welche den 
-K<i(p^+^) bestimmen, noch weitere (n — d— 1) Punkte ge- 
geben. Diese geben mit einem der ersteren zusammen 
(n — d) Punkte, durch welche wir einen Rn-d-ii'f^'^ legen. 
Der Bdip^^^) und der Rn-d-i{^~^ schneiden sich dann 
in jenem Punkte P^+i, welcher sowohl der Gruppe von 
(d -f 1) , als auch der von (n — d) Punkten angehört. Es 
ist dann 
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1. Einleitung. 




xf> 


4" 4« . . . 


<Vi 


<+" 




a'Ä" 


(rf+" 





o'IÄii" 


<+!' 




<!i" 
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= 0. 



Zieht man zwischen den zwei gleichen Zeilen a^f'^^^ 
einen Horizontalstrich und entwickelt, so wird also die 
Bedingung, daß sich ein B^ip^'^^) und ein Bn-d-i{^''~^ 
schneiden : 

(2) ^Vi,k,i,...'qi^.k\r,...=^0' 

Die Entwicklung von B erfolgte hierbei nach {d + 1)- 
und (n — d)-reihigen Minoren. Dem {d + l)-reihigen Minor 
Pt, *,...,« ist in B eine komplementäre Unterdeterminante 
ft'lt',...,»' zugeordnet, über deren Vorzeichen sich folgendes 
ergibt' (vgl. Weber, Lehrb. d. Algebra I, §26). Das Vor- 
zeichen ist von der Anordnung der i\ lc\ ..., «' ab- 
hängig. Wir wollen diese Indizes immer der Größe nach 
schreiben, so daß links der kleinste steht. Ebenso sollen 
*,&,...,« geordnet sein. Dem Produkte Vik...8^i'k\..8' 
kommt dann ein bestimmtes Vorzeichen 9?»*...« zu, welches 
von den Werten i , fc , . . . , » abhängig ist. Wenn wir 
aus der Eeihe 

E = 1, 2, 3, ..., n-f 1 



die Zahlen i , ^ . 



8 herausgreifen und durch auf- 



einanderfolgende Transpositionen nach links schaffen, so 
entsteht die Beihe 



E'=i, fc. 



i% Tc% 



(Pik...8 ist nun +1 oder —1, je nachdem man B' 
aus B durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Ver- 
tauschungen erhält. 

Wir schreiben also jetzt statt (2): 



(2a) 



B = 2<Pit...8Pik,,,8Q^i'k\„M' 
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S^ I^Y. AWeftttitt lineare Komplexe im vierdimensionaien Baum. 
W^BB wir die (n + l)-reihige Determinante 
Pi Vt Vz 



Vi Vt Vz 



9l & $8 



9i & & 



Pn+l 



Pn+l 



ffn+1 



ffn+1 



entwickeln nnd beachten , da p und g Komplexsymbole 
sind, so erhalten wir 

A = (d + 1) ! (n — d) ! 2" 9?<t...,p<i.. .,(?<'»'...,' . 

Wir setzen nun für A die Abkürzung (p**+^ g"~**) , dann 
ist also 

(2b) (p^4-ign-d) = (d + 1) t (n - ^ ! 2y,,...,p,,...,g, ,...,- , 



Somit folgt auch ö>**+igf~-^ -= (d + 1)! (n - Ä)! D, 
so daß A und Z> gleichzeitig verschwinden. 
Wir können aus R' eine neue Eeihe 



R'' 



i',r, .. 



t, Jk, 



durch Transpositionen ableiten. Es sind hierzu (d + 1) (n — <2) 
Yertausohungen notwendig. Diesen entsprechen die Yer- 
tauschungen, die man vornehmen muß, um von (p^+^j*"**) 
auf {(f-^p^'^^) zu kommen. Es ist bei Entwicklung der 
Determinante (g*-*p**+*) analog (2 b): 

(2c) (gn-.p.^i) ^ (n - d) ! (d + 1) ! 2>,^,v 



'Qi'k'.,.»'Vik, 



Da nun aber 



ist, so wird also nach (2 b) und (2 c) 

I95<'»'....' = (— l)^'*"^*^^**"*^95tt...,, daraus folgt, da 
(9'i'*'....')' = (9'i*....)^ = +l ist. 

Wir geten nun wieder von den (d + 1) Punkten aus, 
welche einen R^ bestimmen. Wir nennen die Gruppe (das 
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1. Einleitung. 



89 



Simplex) von (d + 1) Punkten die Gruppe A. B sei 
eine zweite Gruppe von (n — d) Punkten, welche einen 
^n-d-i (?""'') bestimmen. Wenn der B^ und der B^-d-i 
voneinander unabMngig sind, so ist M'^O, wo 



jf = 



a??+i> ajJf+i> 



*^«+i 



aÄ" 



a>i'*+*' af +» 



<+« 



arif+f 



aW 



Lassen wir nun in A einen beliebigen Punkt Pi 
(t ^ 1 , i ^ d + 1) weg; die übrigbleibenden d Punkte A 
geben mit B zusammen d + n — d = n Punkte, welche 
einen B^-i bestimmen. In diesem jB„_i ist der Bn-d-i^ 
welcher durch B bestimmt ist, enthalten. Wenn wir so 
immer einen anderen Punkt in A weglassen, so erhalten 
wir (d + l) Bäume En-i? von denen jeder durch den 
-Rn-d-i(2"~^ hindurchgeht. Diese (d+ l)JB„_i bestimmen 
also den Bn_a-i{^~^j die Koordinaten dieser B^-i können 
somit dazu benützt werden, die Eaumkoordinaten des 
durch B bestimmten Bn-d-i zu berechnen. 

Lassen wir in A den Punkt Pi weg, so erhalten wir 
mit B einen B^^i, dessen Koordinaten w^t'* (&=1, . . . , n+1) 
seien. Diese ui^*^ sind dann offenbar die Minoren von 
ipif in JflT. Die Raumkoordinaten qlk,...,i des -Bn-d-ife**'^ 
sind nun {d + 1) -reihige Determinanten der Matrix 



«i'" 


<"' 


• 


«l"« 


M^'« • . 


: 


„/W+D 


«2 "*■•■*' 


• . <Vt" 



und da deren Elemente selbst wieder n-reihige Determi- 
nanten sind, so folgt nach einem Satze über adjungierte 
Determinanten (vgl. Weber, Lehrb. d. Algebra I, § 31) 
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90 rV. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionaleii Baum. 

Hier ist {ilc , . . s) zu (i'Te^ ...«") komplementär, und es 
sind die Indizes der Größe nach geordnet. iCfach Vorans- 
setznng war itf :^0; wir können, ohne die Allgemeinheit 
zn beschränken, Jf = 1 setzen, dann wird: 

(3) <Pik...»Pik...s = Pirk'..,»'' 

Daraus folgt der wichtige Satz: 

„Die Baumkoordinaten können, abgesehen vom Vor- 
zeichen, durch ihre komplementären Punktkoordinaten 
ersetzt werden." 

Demzufolge wird aus (2a) die Bedingung, daß sich 
ein Baip^-^^) und ein Bn-d-i{^~^ schneiden 

oder nach (2d): 

Da hier die t , Ä; , . . . , « der Größe nach stehen und 
p, q' Komplexsymbole sind, können wir dies bedeutend 
einfacher schreiben. Es ist nämlich 

M'^' = te^)"^' = (PiQi + P2 «i + . . . + Pn+i qUi)'^' 

somit wird die Bedingung auch: 

(4) pt:'' = q;^^'^0. 

Wir bezeichnen auch hier wieder, wie früher bei den 
Geraden im Eg > die linearen Ba durch einen einzigen Buch- 
staben; ist dieser gestrichelt, so ist B^ durch seine Eaum- 
koordinaten gegeben. Durch Bd{p^+^) und Ba(p'^-^ ist 
also derselbe Baum B^ bezeichnet. 

Aus (2 b) erhält man 



(p^^'q--<^ = {d+l)lpi 



n-d 

= (n - d) ! (-l)(«-'0('«+i)p^+i , 

d+1 /n"»-<* 



also wird 

^ ^ (d + 1) ! ^ ^ (n - d) ! 

/Google 
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2. Die linearen Bäume des JK« . 91 

Für spätere Eechnungen wollen wir uns noch anmerken : 

Zu (4) bemerken wir folgendes: Lassen wir q' ver- 
änderlich, aber so, daß durch gf/i..., ein JB„_<i_i dargestellt 
wird, so ist (4) die „Gleichung" des Äd(?>**"^*) > der so durch 
alle ihn schneidenden Bn-d-i dargestellt, erscheint. Sind 
die qik...» ganz willkürlich, so erhalten wir einen „Kom- 
plex E!f von Bäumen B^ im E„". Im E^ werden wir 
also mit dem Geradenkomplex Kf und dem Ebenen- 
komplex Kf zu tun haben. 

2. Die linearen Bäume des JS« • 

Die Koordinaten von Punkten bezeichnen wir mit 
den Buchstaben a? , y ,«,...; die von Bäumen (Äg) mit 
u\ v% w% ... . Die Koordinaten der Ebenen und Ge- 
raden werden durch Symbole ^, p , q, - - - dargestellt. 
Diesen Symbolen geben wir auch einen Exponenten, wel- 
cher sofort erkennen läßt, ob eine Gerade oder eine Ebene 
dargestellt wird. So ist z. B. durch p^ eine Gerade, 
durch p^ eine Ebene in Punktkoordinaten gegeben. Baum- 
koordinaten werden gestrichen, also zeigt z. B. p^^ eine 
Gerade p^, q'^ eine Ebene q^ an. Für veränderliche Ge- 
raden- und Ebenenkoordinaten wenden wir gewöhnlich 
das Symbol Ji an. Statt Geradenkoordinaten sagen wir 
auch Strahlenkoordinaten. 

Wir gehen nun daran, die geometrischen Grund- 
operationen des Schüeidens und Verbindens von linearen 
Bäumen in B^^ analytisch darzustellen. Nach einem oben 
angeführten Satze wird im B^ eine Gerade durch alle sie 
schneidenden Ebenen und umgekehrt dargestellt; es sind 
Gerade und Ebene dual zueinander. 

Die Gleichung des Punktes y ist 

(6) uj^O, 

Die Punkte x, y bestimmen eine Gerade p^, drei 
weitere z, t, 8 eine Ebene q^. Schneiden sich p^ und q\ 
so liegen die fünf Punkte Xjy,Zjt,8m einem B^ , es 
liegt also z. B. x in dem schon durch y, «, < und 8 be- 
stimmten 1?3 , d. h. es ist 
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92 IV. Absehniti. lineare Komplexe im ▼ierdimenmonalen Raum. 



(xyzts)^ 



^5 



Vi 



= 0. 



Nach den ersten zwei Zeilen entwickelt, wird hieran» : 



oder 
also anch 



p^ = oder nach (5) Pg^ == ; 

hierans erhält man die Gleichung von p^ in Puukt- oder 
Banmkoordinaten für veränderliche q: 

nnd ebenso die Gleichungen der Ebene q^: 

(8) 1«-=^' 

Die Gleichung des Baumes v^ wird schließlich noch: 

(9) vi:=0. 

Die Gleichungen (7) und (8) lassen noch eine zweite 
Schreibart zu, wenn wir das im Abschnitt I über Deter- 
minanten mit Komplexsymbolen G^agte berücksichtigen. 
Wir können für ^Pn 2345 schreiben ^(ppqqq), und dafür 
setzen wir kürzer i^ip^q^), somit haben wir: 



(10) 



(PPggg) = (P'g') = 122'pttg, 



Hl ■ 



[£L 



oder nach (5) 

(10a) (p2g3)^2p,-^. 

Schließlich wird wegen q^ =« qi^ni (t & pjimnl) 

(11) (p«g3)^(p/3g/2). 

Es ist weiter 

{ppzts) = (p^zts) = 2i:pn{zt8)^ni 
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2. Die linearen Bäume des B^ . 93 

oder, da ^Pmni{zt8)„^n» = piptVi wird, 
(12) {ppzt8) = 2pipip:; 



hieraus für z = t ^ 
(13) (pp 


= jr : 

7t Tis) 


-(P* 


71« 8) = 


2pi^ 


p; 


nnd 
(14) 

Ferner ist 


vi 


P.' = 


^;'< 


1 





(jr7rjra?y) = (Ti^xy) = 6 2'7ra/(a?y)^n = 6 2'7rin(iPy)mn , 
also da 2"jr4n(a?y)^n = i^r«^ : 

(15) (7l7t7tXy) = ^TlxTly . 

Ist durch, ^ und z eine Gerade p^ bestimmt und 
71^ eine Ebene, so schneidet p^ diese Ebene tt', wenn 
(jTTrjiy«) = (ji^y«) = ist. Lassen wir ti^ variabel, so 
ergibt sich die Gleichung der Verbindungriinie von y 
und z 

(16) Ji;jr; = 0. 

Dual wird die Schnittebene zweier Ä, t?' und ii?' : 

(17) 7l^'7l^' = 0. 

Lassen wir in (16) y ^x unbestimmt und nehmen z 
als gegeben, so wird die Gleichung des durch die Ebene 
p*(p'2) und z gegebenen Baumes: 

(18) pipi^O. 

Dual wird die Gleichung des Schnittpunktes der Ge- 
raden p2 mit dem Eaume v' \ 

(19) P«-P.' = 0. 

Der Baum {yzts) hat die Gleichung {xyzts)=^Q] 
bestimmen y und z die Gerade 2>^, t und b die Gerade 9^, 
so ist auch {xppgq) =^(xp^q^) = Q . Daher wird nach 
(13) die Gleichung des Baumes (p^q^): 

(o(\\ \ P?'«^ = Ö oder wegen (14) 
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94 IV. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalen Raum. 



Dnal wird die Gleichung des Schnittpunktes der 
Ebenen p^ und q^: 

Weiters liefert (20) die Gleichung der Ebene (p^x): 

(22) • P'jp'.==0 

und (21) die Gleichung der Schnittgeraden (p^v'): 

(23) 7tl.7t,' = . 

Endlich wird die Gleichung der Ebene {xyz)i 

(24) ' jzi7ti7i;=^0 

und dual die Schnittlinie der drei Eäume v\ w', o' : 

(25) 7l^'7Z„'7to' = . 



3. Die Identitäten, der yierdimensionalen Formen. 

* Entwickeln wir uivy — viuy, so entsteht eine Summe 
2!(u'v')i]t(xy)i]t von zehn Gliedern, die wir analog den 
Formen im B^ mit {u'v')(xy)^ {xy^u^^-^ bezeichnen. Es 
ist also 



(26) 



(27) 



t?» Vy 



Auf ähnliche Weise erhält man die Identität 

Ux Uy Uz 

Vx t?« vi 



Wx Wy W'z 

Statt der Determinanten in (26) und (27) schreiben wir 
auch abgekürzt nur die Elemente der Hauptdiagonale 
symbolisch : 

(uxVy) und (uiviwi) . 

Das Produkt der Determinanten (u^v^w^o'r^) und 
(xyzrjS) gibt (uiviwioljX^); bestimmen wir nun die f< so, 
daß t^l = , t?^ = ,• w| = , a| = ist, also 
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3. Die Identitäten der vierdimensionalen Formen, 
dann wird 

^ = {Ui vi Wi Oij T^) = (U'x^l, Wi Oij ) t/ , 

und es ist daher 

A = {u' v' w' o' t') {xyzrj S) = {ui;ViWzo!j)Ti 

somit erhält man: 

(28) {uivjwio;,) = (xyzfjX) f ür ^ = (u'v'w'o')i . 
Entwickelt man die Identität 



= 
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«1 


«8 


«3 


«4 


«5 


««' 


6i 










&«' 


Ci 










• 


dl 










• 


«1 










• 


fi 

L 1 


rr- t 








/.' 



nach der letzten Kolonne, so wird: 

(bcdef)au' — (aodef)bu' + (ahdef)Cu' 
(29)- 



{ahcef)du 



+ (ahcdf)eu' — (ahcde)fu' ^ . 

Setzen wir nun hier a = h = p und c = d = q, wo 
p und q zweiwertige Komplexsymbole sind, so wird: 

2(pqqef)pu' + 2(j[>pq6f)qu' + (ppqqf)6u^-{ppqqe)fu' = 0. 

Wenden wir auf die einzelnen Glieder die Formeln (12) 
und (13) an, so erhalten wir: 

-^2 qi qeq/Pu' — 2 PqPip/qu' + pJ/ qf< - P^ qin'f = . 

Daraus ergibt sich folgende Formel, der wir gleich ihre 
duale beifügen: 

(30) qjq^qjPv' = -PgPxPiQv' + iPlqjK - jPlqiK , 

(30a) qp'qu'qy^Px = -PgPu'Pv'qx + jPg^qv^K - jPJ'^qu'K » 

Setzen wir in (30) noch x -=y = r, so entsteht die 
Identität: 

(31) 



pI' V V + g?- P/ Pu' + rl qp' gu- = . 
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96 ^> Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalen Raum. 
Ist in (30 a) und (30) p mit q yertanschbar, so wird 

(32) giai^giP.' = +iPUi< - iplü'.K 

und 

(32a) qp-guüf/P'^ = +i<'ge-< - iP,'^g«-< » 

Setzen wir in (29) c = d = e =^ n^ a = h = p , so wird 

2{p7l7l7zf)Pu^ + 3{ppjt7lf)7tn' — {pp7t7t7t)fu' ^ 0, 

also nach Anwendung von (13), (15) und (10): 
— 27ii7iip^' + p'^pin^: — n'^Ux = . 

Wir erhalten also die beiden wichtigen Identitäten: 

(33) Ti^jiip^^ = —j^l^n^'pi + i7t;,^ui , 

(33 a) n^n^'Px = —j^p^i^ipu' + i^l'Ui . 

Schreiben wir in (29) statt a,fe,c,d,e,/ die 
Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 und setzen w{ = (7890)i, dann 
wird: 

1 (2 3 45 6) (17 8 90) -(13 45 6) (2 7 8 90) + ... 
^^^^ I -(12345) (67890) = 0. 

Hier setzen wir nun 1=6 = a'; 2 = 7 = 6'; 3 = 8 = c'; 
4 = 9 = <2' und 5 = = 6', dann wird für J = {a'Vc'd'ey 

2J={a'a'c'd'e') {p'Vc'd'e') + {a'a'h'd'e') (c'o'Vd'e') + 

+ {a'a'Vo'e') {d'd'Vc'e') + {a'a'Vc'd') (e'e'Vc'd") . 

iN'ehmen wir weiter a , h , ... vertauschbar an, so ist 

2 J= 4(a'a'6'c'Ä0 {e'^e'Vc'd") , 

J = 8 ay »e' ^d' %' ^«' ^«r 5 

hier wenden wir auf die vier ersten Faktoren rechts (32 a) 
an, dann wird: 

J= +4a2.a^e2.«d' . 

Die Komplexsymbole kann man nun so zusammenziehen, 
daß man aloi gleich wirklichen Größen 8i setzt, dann 
ist also 
(35) aj^aloi {a = 6) 
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und aus obiger Gleichung wird: 

<36) J = (a'yc'd'e')^ = +4 Sl , 

somit, da die 8i wirkliche Größen sind, 
<37) J = 0. 

Wir wenden uns nun etwas genauer den Größen zu, 
die wir als Koordinaten einer Geraden oder einer Ebene 
im -B4 definiert haben. Es seien die Punkte x , y gegeben, 
welche die Gerade p^ bestimmen. Aus der Matrix 



M = 



a?i 



a?9 



1 **'2 

Vi y^ 



Xo Xa 



Xk 



^Z ^4: «'S 



<38) 



ergeben sich dann die zehn Größen (x y)^ =* Pit als Strahl- 
koordinaten. Diese zehn Größen sind nicht voneinander 
unabhängig, d. h. man kann nicht zehn willkürliche Zahlen 
als Koordinaten einer Geraden annehmen. Aus der Identität 
[vgl. Abschnitt I, (2)]: {b c) {a d) + {c a) {h d) + (a h) {cd) = 
folgen die fünf nachstehenden Gleichungen, wenn man 
je eine Kolonne in M wegläßt: 

I) P25 JP34 + ^53 P24 + ^45 P28 = , 
PSI P45 + Pl4 P34 + Pbi P34 = , 
Pi5 JP24 + P52 Pi4 + P12 P45 = , 

J>53 Pli + P13P25 + PZ2 ?>15 = , 
Pl4?>2d + JP42 Pl3 + PZ4.P\2 = . 

Diese fünf Gleichungen sind aber nicht voneinander 
unabhängig. Eliminiert man aus III) und IV) p^^ und 
ebenso aus I) und II) ^34 > so erhält man dieselbe Glei- 
ehung; ebenso wenn man aus II) und III) 2>i5 und aus 
V) und I) P23 eliminiert. 

Die fünf Gleichungen (38) sind also nur drei unab- 
hängigen äquivalent. Es gibt somit im A4 00 ^ viele Ge- 
rade und Ebenen. 

Die Gleichungen (38) lassen sich sehr einfach sym- 
bolisch herleiten. Es ist nämlich {xyxyz)^0, also auch 
{ppqqz)^0 für p = q. Wir haben also nach (13): 



11) 
III) 

IV) 
V) 



(39) 



Pj-jz 







Weitzenböck, Eomplexsymbolik. . 
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98 IV. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalen Baum. 

also auch pj. gj ^ , woraus sich fürt = l,2,3,4,5 
die Gleichungen (38) ergeben. Oeometrisch ist dies leicht 
einzusehen. Es ist nämlich p^qi^O die Gleichung des 22, , 
welcher von p* und g* bestimmt wird. Derselbe wird für 
pi == g2 unbestimmt. 

Die den Gleichungen (38) für Ebenenkoordinaten ent- 
sprechenden sind leicht zu erhalten; wir ersetzen einfach 
jedes pijt durch sein komplementäres Pmni- Statt (39) 
wird dann p^^Pu' ^ . 

4. Der lineare Strahlen- und Ebenenkomplex. 

Wir führen das meiste nur für den Strahlenkomplex 
durch y da sich die dualen Ableitxmgen für den Ebenen- 
komplex leicht bilden lassen. 

Es sei 

(40) Kf = Jil^O 

die Gleichung des Strahlenkomplexes. Die aik sind hier- 
bei beliebige Größen. -JTJJ^ ist dann ein System von 
oo5 Geraden im -B4 , welches durch eipie lineare Gleichung 
dargestellt wird. Statt (40) kann man auch schreiben 

(40a) <^ = , 

worin die Geraden des Komplexes in veränderlichen Eaum- 
koordinaten auftreten. Es ist nach (5) 6 jt«/ ^ 2 n^^ . 
Dual werden die Gleichungen eines Ebenenkomplexes 

(41) Kf = K'' = 
und 

(41a) nl,=^0. 

Wenn zwischen den aik in (40) keinerlei Gleichungen 
bestehen, nennen wir den Komplex einen allgemeinen. 
Genügen die aik aber mindestens dreien von den Glei- 
chungen (38), also auch allen fünf, so können sie als 
Eaumkoordinaten einer Ebene a' aufgefaßt werden. 
jt% == sagt dann aus, daß jede Gerade n^ des K^i^ die 
Ebene a^ schneidet. Wir sagen dann, der Komplex ist 
^,speziell'' und die Ebene a^ ist seine „Leitebene'^ 
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4. Der lineare Strahlen- und Ebenenkomplex. 99 

Dual besteht ein ^^spezieller Ebenenkomplex^^ ans 
der Gesamtheit der eine feste Gerade, die ,,Leitlinie^S 
schneidenden Ebenen. 

Damit ein Komplex speziell ist, sind also drei Be- 
dingungen zn erfüllen. Das analytische Kennzeichen 
dafür ist ^2 ^ n 

oder nach (35) 

(42) Syr^O. 

Für den Ebenenkomplex Kf ^ tiJ. = führen wir 
analoge Größen 8i = al hi ein. iTg ist dann speziell, wenn 

(43) 8i = 0. 

Es sei ein Punkt y gegeben. Die Gerade (xy) gehört 
dem K^a^ ^7ilr = an, wenn 

(44) By = aiai = 

ist, d. h. alle Geraden eines £j|^, die durch einen Punkt y 
gehen, liegen in einem B^j dem zu y „konjugierten** 
Eaume By. Dual für einen Kf: Alle Ebenen eines Kf, 
die in einem B^(v^) liegen, gehen durch P^. 

Setzen wir in (44) statt y » - * y + Xzj so erhält man 
ein Büschel von konjugierten Bäumen mit der Ebene, in 
der sich B^ und Bg Schneiden, als Basis. Diese Ebene 
nennen wir zur <Teraden p^ = (y z) konjugiert. Ihre Glei- 
chung wird: 

(45) jEJpt ^ ^a'^b'ParPb' = ' 

Es schneiden also alle Gerade eines Kf\ welche p* 
treffen, eine feste Ebene J5pi; jede Gerade, welche einen 
Punkt in JEJpi mit einem Punkt auf p* verbindet, gehört 
dem K^^ an. 

Drei Punkte y^Zjt bestimmen eine Ebene p^. Die 
Bäume By , B^ und Bt schneiden sich in der zu „p^ kon- 
jugierten" Geraden öpt, deren Gleichung wird: 

(46) gpt ^ JTa^ JTy Tlff Pa» py p«^ = . 

Die vier Bäume By, Bgj Bt und jB, endlich schneiden 
sich in einem, zum Baume v' = {yzt8) konjugierten 
Punkte P^; dessen Gleichung wird: 

(47) P,. = (a'yc'd'v') {a'Vc'd'u') = . 
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100 IV. Absohnitt. Lmeare Komplexe im vierdimensionaleii Raum. 

Diese. Gleichnng läßt sich aber nach (36) leicht anders 
schreiben. Es ist 

da aber auch J = {a'Ve'd'e'Y = 4 Ä?. ist, so wird 

also bleibt 

(47a) 8^8^ = . 



Ist Äi^O, der Kf^ also allgemein, so wird, wenn 
8^^Q ist, der Punkt 8^* = zu jedem Äj(i?') konjugiert. 
Wir nennen ihn den „Brennpunkte^ des Komplexes. 
Geht v' durch den Brennpunkt, so ist (47 a) identisch 
Null, der P^ unbestimmt. Ebenso wenn der Komplex 
speziell ist. 

Durch den Brennpunkt 8 gehen alle konjugierten 
Bäume. Es ist nämlich 8 in jedem By enthalten, da 
aso^ ^ ist. Dies gibt die Identität (31) für p = ^ = r ; 
es wird dann pJ^g^r^^^O, die duale Gleichung hierzu 
ist Pq^qr^ri ^ oder ai^be'Ci = , woraus für ai^hi = Ä« 
folgt 
(48) a^a; = 0. 

Jeder beliebige JB, ist also zu 8 konjugiert. Jede 
Gerade durch den Brennpunkt 8 gehört dem Komplex 
an; die zu einer Geraden konjugierte Ebene und die zu 
caner Ebene konjugierte Gerade gehen durch 8, 

Die durch einen Kf (oder Kl}^) bestimmte duale Ver- 
wandtschaft (das Nullsystem im R^) ist nicht umkehrbar. 
Die Koordinaten vi des Ry sind a/o^^At?/, und diese 
Gleichungen sind nach y nicht lösbar, weil die Deter- 
minante D der «i* verschwindet. Wenn wir in 
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5. Die ebenen Schnitte eines K^*K 101 

Zeilen mit Kolonnen vertauschen,' so wird D ^ —D , also 
D ^ . Dies stimmt mit (37) ; denn es ist auch 

Ist der K^^^ speziell, so wird 8 unbestimmt in der 
Leitebene liegend. Diese ist dann zu allen Geraden des JB4 
konjugiert. 

Beim Ebenenkomplex erhalten wir dual einen „Brenn- 
raum" Si = , Jede Ebene in diesem gehört dem Kf 
an usw. 

5. Die ebenen Schnitte eines K^^K 

Es sei ein Bsl'^') durch die vier Punkte Pi{x), P^iy), 
P^(z) und P^(t) gegeben. Wir fragen nach dem Schnitt 
des K^i^ ^ jrj/ = mit dem B^iv") , d. h. nach der Menge 
von Geraden des K^^\ die in Bsi"^") enthalten sind. 

Sind fx und fx zwei Punkte in v% so daß also 

l^i = XjiPi + X3 yi + XQZi + X4 ti , 

hi^i'iXi +^yi +^^i +^4^i 
ist, so sind die Koordinaten 71^ der Geraden P^Px im A4 : 
(49) 7t,,=2^(xX)^,{P,,P,),,. 

wi, n 



Hier sind t, & die Zahlen 1, 2, . . ., 5; nij n die 
Zahlen 1, 2, 3, 4, welche sich auf die Punkte Xy y ^ Zjt 
beziehen. Soll nun P^Pj, dem Kf ^ jiJ. = angehören, 

80 muß y'«/t2'(^AU(^«^«)« = o 

sein, oder wenn wir für (xX)^^ die dreidimensionalen 
Linienkoordinaten q^^ von P^Pk in ^' setzen: 

(50) iQiuai^ypj^^Q. 

Hier ist z. B. für ap^ap^ zu setzen a«a^, da P^ = x 
und P^^^y ist. (50) sagt nun aus, daß der Schnitt 
des Kf mit dem B^{v^ ein dreidimensionaler Strahlen- 
kompiex K^ ist. 

Die Invariante A^^ von K^' wird: 
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102 rv. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensioiialeiiRauiii. 
woraus durch Vertanschtuig folgt 



also nach (28) 
und nach (13) 

(51) ^1-^. 



«ft'Är- , 



K^' ist also nnr speziell, wenn entweder der ^^ 
speziell ist oder v' durch den Brennpunkt geht. 

Wenn wir bei einem K^^^ nach jenen Ebenen fragen, 
die durch einen gegebenen Punkt y gehen, so erhalten 
wir ein System von oo* Ebenen, welches im -B4 dem drei- 
dimensionalen Strahlenkomplex entspricht. Wir wollen 
es eine „Ebenengarbe^^ nennen. Bei einer „speziellen 
Bbenengarbe" existiert dann eine „Leitebene", welche 
längs einer Oeraden von einer Ebene der Grarbe ge- 
schnitten wird. 

Unter dem Schnitt einer Ebene mit einem XJ*^ ver- 
stehen wir die Gesamtheit der Oeraden des -JTS**, welche 
der schneidenden Ebene angehören. Es sei p^ = (^, ^, <) 
diese Ebene und f , rj zwei Punkte in ihr, so daß 

f » = ^1 y» + «2 ^i + ^sU7 

Die Koordinaten ti^ der Oeraden {Srj) sind dann 

(52) Ttj, ^ {xX),^(yz)ijt + jxX)^ {zt^ + (x^)»! JtyU » ' 

Oehört (Stj) dem K^^^ an, so wird, wenn ju^ die zwei- 
dimensionalen Linienkoordinaten in p^ bedeuten:. 

(53) azatjuti + ataifA^ + ai aifx^ = , 

d. h.: Alle Oerade des Kf in p* bilden ein Büschel. 
Den Scheitel desselben «nennen wir das „Zentrum" der 
Ebene p^ und bezeichnen es mit Z^s. Dieses Eesultat 
war vorauszusehen. Wir brauchen nur durch p^ einen 
B^{v') zu legen, welcher den Kf nach einem Ef =^ K^' 
schneidet. Dieser wird dann, wie bekannt, nach einem 
Büschel von p^ geschnitten. 



Digitized by 



Google 



Die ebenen Schnitte eines K^*K. 103 

Die ternären Koordinaten des Zentrums Zp» sind 
nach (53): 

aiaij Otoij aiai. 

Seine Gleichung als Punkt im B^ ist also: 

(54) Zp» =: uiaz'a{+ ujoiai + ulajoi^^ . 

Multiplizieren wir (54) mit 6, so wird das erste Glied 
^uiaiai=^{aaazt)uy'j formt man hier rechts nach (29) 
um, so wird 

2 Uy aiai = (aayztjüu^ — 2 alai ui + 2 aia^ ui . 

Schaffen wir hier die zwei letzten Terme rechts nach 
links, so entsteht das doppelte Trinom von (54), somit 
wird 

. 2 Zp» = {aayzt)an' = (aappp) a„' , 

also . kommt statt Z^^O als Gleichung des Zentrums 
von p^i 

(55) a^a^^=:a^Pu'-=-0 . 

Geht p^ durch 8y so fällt Zj^ mit 8 zusammen; ist der 
Kf speziell, so ist Zj^ der Schnittpunkt der Leitebene mit 
p', wie (55) zeigt. 

Bei einem Ebenenkomplex gibt es dual zu jeder Ge- 
raden p^ einen „Zentralrauni", in welchem alle Ebenen 
des K^2^ liegen, die durch p^ gehen. Die Gleichung des 
Zentralraumes wird 

(56) a;^< = 0. 

Lassen wir in (55) p^ willkürlich und u'==v' fest, 
so stellt 

(57) a^a,. = a^^.. = 

einen Ebenenkomplex dar, welcher dadurch definiert ist, 
daß das Zentrum jeder Ebene dieses Komplexes im Eaume 
B^iv') liegt. 

Wir werden diesem Ebenenkomplex (57) später unter 
einem allgemeineren Gesichtspunkte wieder begegnen. 

Dual wird bei jedem Kf bezüglich eines Punktes 
ein -ff 5*^ erzeugt. 
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104 rV. AbschnitL lineare Komplexe im vierdimensionalen Baum. 

Wir bestimmen noch den Brennraum des Kom- 
plexes (57). Seine Gleichung sei 8^ = 0; in nicht sym- 
bolischer Form erhält man fnr den Brennraum eines K^^^ : 



Hierbei ist für Z*^ ^^ = und für X^W ;;ii2 = zu 
setzen. Die duale Formel ergibt den Brennpunkt eines K^^^ . 
Aus (58) erhält man für den Komplex (57): 

d. h. wenn der XJ*^ ^ jr^ = nicht speziell ist, so wird 
der Brennraum von (57) mit dem erzeugenden Baume R^ 
identisch. Das duale Ergebnis ist leicht anzugeben. 

6. Die Nullsysteme im £4. 

Wir kommen etwas genauer auf die durch einen XJ** 
bestimmte Verwandtschaft (Nullsystem) zwischen Geraden 
und Ebenen zurück. 

Die Gleichung der zu ;p^ konjugierten Ebene E^^ ist 
nach (45): 

Epi ^ 7ta' Tlf,- Pa^ p^, = . 

Nach (15) wird auch: 

der Ausdruck {7i'n'7i'a''b')pa' gibt nach (29) entwickelt: 

2(n'n'n'a'l') « %(n' n' a'h' a") p^ + {n'n'na'a") py , 
also 

12 JS7p. = 3{7i'7i'a'ya')p„pb' + Qn^pl . 

Wendet man hier auf (7i'n'a'h'a')pi/ abermals (29) 
an, so wird 

2(n'n'a'a'}>')pi^ « -2(jr'a'a'&'&0^ - 2(n'n'a'l'V)Pa' ; 

vertauscht man hier im 2. Term rechts a und h und 
schafft das Glied nach links, so folgt: 

(n'n'a'a'h')pt^ ^ -i(jr'aV&'&0^ > 
also wird: 

(59) B^^--\8^pl. + \nl.pl. 
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6. Die Nullsysteme im B^. 105 

Wir sagen nun analog dem B^ , daß auch hier 2 Kf^ 
oder 2Kf ein Büschel von Komplexen bestimmen. 

Dann ist in (Ö9) der Satz enthalten: 

Ept als spezieller iTf aufgefaßt, gehört also dem 
Büschel an, i welches durch den ursprünglichen K^^^{a^) 
und der durch p^ und den Brennpunkt 8 gelegten Ebene 
(als spezieller Komplex aufgefaßt) gebildet wird. Es ist 
n&mlich Ä„,p^ =0 die Gleichung der Ebene, welche p* 
mit 8 verbindet. 

Aus (59) ergeben sich ferner folgende Sätze: 

Die Geraden, welche ihre konjugierte Ebene schneiden, 
gehören dem Komplex selbst an. 

Die zu einer Komplexgeraden konjugierte Ebene er- 
hält man durch Verbindung mit 8. 

Ist der Komplex speziell, so fällt jede konjugierte 
Ebene mit der Leitebene zusammen. 

Wir gehen nun weiter zu der einer Ebene p^ kon- 
jugierten Geraden öp». Ihre Gleichung ist nach (46): 

öp» ^ JTa' ^ft' ^c' Pa' Pb' Pc* = . 

Durch ähnliche Umformungen wie oben erhalten wir: . 

2 öps = {n'jl'a'yc') Pa' Pft/ pe' , t 

4Gp. = —2(a'a'n'yc')p„'pyp^ - {a'a'n'n'c')plp^^ 

+ {a'a'7i^n'V)p^pi,*pc' , 

-46^ = 2{a'a'yc')pyp„'P^ ~ 2{a'a'ji'n'c')p^pl , 

= E - JV^ , 
wobei: 

— -B = 2(fe'a'a'jr'cOPft'P^P«j' 

« -2(6'&'a'^'cOP«'P-'Pc' ~ (&'6'aVc02>^2>c' 

+ {h'Va'a'n')p^p^p^ . 

Hier verschwindet der mittlere Tei:m rechts nach (48) 
identisch, beim ersten kann man a' und V vertauschen 
und ihn dann nach links schaffen: 

^=- S^p^pl:, 
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1 06 IV. Abschnitt. Lineare Komplexe im Tierdimensionalen Baum, 
femer ist 

Wir erhalten also schließlich: 
(60) 0^ = --i8^p^pl. 

Es. war nach (55) a^2p„. = die Gleichung des 
Zentmms der Ebene p^, somit gibt uns (60) den Satz: 

Die zu einer Ebene konjugierte GenkLe ist die Ver- 
bindung ihres Zentrums mit dem Brennpunkte des Kom- 
plexes. 

Die konjugierte Gerade einer Ebene durch den Brenn- 
punkt ist unbestimmt. 

7. Zu den Inyarianten eines K^K 

Daß ein K^^ keine Invarianten besitzt ^ können wir 
leicht folgend beweisen: 

Mit Hilfe von (29) und durch entsprechende Ver- 
tauschungen der Symbole a ^ 6 , c , . . . können wir jede 
Invariante J symbolisch als Produkt von Faktoren a^' 
darstellen. Durch (29) werden Determinanten wie (ahcde) 
auf solche Faktoren zurückgeführt, wobei natürlich auch 
(12) und (15) Anwendung finden. Wir nehmen also jetzt J 
in der Form a^^ a^ , , . an und halten uns vor Augen, 
daß ein ungestrichenes Symbol dreimal, ein gestrichenes 
Symbol zweimal auftritt. Es kann nun z. B. a an die 
Symbole &', &% c' gebunden sein, so daß J = a?.ae' . . . ist. 
Dann suchen wir in J den weiteren Faktor mit <?', 
etwa d^^ und setzen für c^^^ai die wirkliche Größe Ä<, so 
daß J = Äc'ci . . . wird. Di^ verschwindet aber nach (48) 
identisch. 

Die zweite Möglichkeit tritt ein, wenn a an 6', c\ &\ 
also an drei verschiedene Symbole gebunden ist, so daß 
J ^ a^aca^' . . . ist. Dann können wir aber (32a) an- 
wenden und kommen auf den ersten Fall zurück. 

Die Größen 8i sind natürlich keine Invarianten, wie 
dies auch geometrisch leicht einzusehen ist, da sie ja die 
Koordinaten des Brennpunktes sind. 
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7. Zu den Invarianten eines K^^K 107 

Ebenso wie oben beweist man leicht, daß ein K^^^ 
als invariante Form mit Eaumkoordinaten nur die einzige Su^ 
.besitzt, welche, gleich Null gesetzt, den Brennpunkt dar- 
stellt. 

Das Speziellsein eines XJ*^ kann also nicht durch das 
Verschwinden von Invarianten dargestellt werden. Erst 
8u^ -^ gibt dies Kennzeichen. 

Wir dehnen diese Betrachtungen gleich auf ein System 
von 2K^^^ aus. Diese seien K^f^=7i%=0 und i>i*^=jr^.=0. 

Dann lassen sicl^ den Größen Ä^==a?.a< und Ti=(x^^(Xi 
noch die fünf Größen 

(61) ' Bi^^al^aj 

anschließen. 

Es ist natürlich auch Bi = (x% ä» . Dann läßt sich 
wieder jede simultane Invariante J als Produkt von 
Faktoren aj^, a«', (Xß' darstellen und derart umformen, 
daß sie entweder verschwindet, oder daß sich die Größen 
Eij Tij 8i einsetzen lassen. Wir haben also nur Formen 
zu untersuchen, in welchen diese Größen in Verbindung 
mit a und (x auftreten, wobei wieder zu berücksichtigen 
ist, daß asai ^ und (Xtocx^O. 

Wir gehen nun von den Formen aus: 

(62) Ti=iai^ai, 

(63) i:i = (xh(xi. 

Diese können wir nach (31) umformen, wenn wir für 
Ti und 8i die Werte in Symbolen oc und a einsetzen; 
dann wird auch 
(62a) Ti = -2akai, 

(63 a) 2i = -2ako^i. 

Um nun die möglichen Invarianten der beiden Kf 
zu bestimmen, haben wir nur noch folgende sechs Formen 
zu untersuchen: Ar, 82^-, Tr y T^^; Br nnd B2. 
Es ist 8r = ai^a's = 0, 

■ 82^^(xp^0, 
Tt' = «3? = , 
Ts' = ocs oct ^ , 



Digitized by 



Google 



1 08 IV. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalen Bamn. 
femer wird 

(nach 62), dies gibt nach (31): 

= — OCs Of'T — ^R (^T j 

^^®^ Et-^O und ebenso B^r^O . 

Es gibt somit keine simultane Invariante bei zwei 
Strahlenkomplexen im E4. 

Aus obigem schließt man auch leicht, daß durch 
E„' , Ti und i:i die einzigen Formen gegeben sind, welche 
eine Eeihe Punkt- öder Eaumkoordinaten enthalten. Deren 
geometrische Bedeutung werden wir sofort angeben. 

8. Das Eomplexbüschel. 
Irgend ein Komplex des Büschels sei dargestellt durch 

K^ = »1 Ji^. + «2 ^«' = • 
Die Gleichung des Brennpunktes von K^ wird 

(64) 8u'(K^) = 7i\Su' + 2x^x^Eu^ + xjT^^ = . 

. Die Brennpunkte bilden also eine quadratische Menge 
von ooi vielen Punkten, somit: 

Die Brennpunkte der Komplexe eines Büschels bilden 
einen Kegelschnitt fl, dessen Gleichung in Baumkoordi- 
naten wird nach (64): 

(65) Qe^8u'Tu^-B1^0. 

Die Ebene dieses Kegelschnittes ß ergibt sich aus 
drei Brennpunkten beliebiger drei Komplexe JT^, -ffj, Kf^ 
in der Form: 

(66) E ^ Tis ^R 7lT = . 

Daraus folgt, daß nicht nur Ä^^^ = und T„' = 0, 
sondern auch der Punkt -B„' = auf E liegen; aus (65) 
folgt dann weiter, daß sich die Tangenten eui Q m 8 
und T im Punkte B schneiden. 

In einem Büschel kommen im allgemeinen keine spe- 
ziellen Komplexe vor, da hierzu die Erfüllung dreier Be- 
dingungen nötig ist. 
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8. Das Komplexbüschel. 109 

In einem ÄjC^O ^^^^ durch das Büschel ein Büschel 
Ton zwei Kf erzeugt. Die Invarianten der zwei Gmnd- 
;k:omplexe desselben sind nach (51): 

Ist Ä„' = , so liegen die beiden Kf involntorisch, 
wir nennen daher den Punkt B den „Involutionspunkt". 

Für All ^12 — ÄI2 = a^T^ — Rl = wird das Netz, 
nach welchem B^{v^ das Büschel schneidet, speziell. 
EgC^O berührt dann den Kegelschnitt Q oder schneidet 
ihn in zwei zusammenfallenden Punkten entsprechend 
dem Zusammenfallen der beiden Leitlinien des l^etzes. 

Ist Ä„' E^ , so sagen wir, die beiden Kf liegen in- 
volutorisch. Jeder B^ schneidet dann dieselben nach 
zwei Kf^ welche involutorisch liegen. 

Der Brennpunktekegelschnitt Q zerfällt dann in ein 
Punktepaar, nämlich in die Brennpunkte der beiden Kf. 
Hierbei ist der Brennpunktekegelschnitt als besonderer 
quadratischer Baum R^ aufgefaßt. Der Ort der Brenn- 
punkte der Komplexe K^c ist dann nach (64) die Verbin- 
dungslinie von S und T. 

Q zerfällt ferner noch, wenn einer der Kf^ etwa 
jT^. = , speziell ist, also für Ä„. ^ . Dann wird 

Q = ^Rl^O, 

also artet Q in einen Doppelpunkt aus. Die oo^ Brenn- 
punkte liegen dann auf der durch R gehenden Geraden {R T) . 
Sind endlich beide Kf speziell, so ist der Involutiöns- 
punkt mit dem Schnittpunkte der Leitebenen identisch; 
dieser Schnittpunkt, doppelt gezählt, repräsentiert Q. 
Pur Ri^O existiert dann kein spezieller Kf im Büschel 
außer den Grundkomplexen. ' Ist jedoch auch noch 
E„/ ^E , so liegen die beiden Leitebenen in einem Eg 
oder schneiden sich längs einer Geraden. Dann ist jeder 
K^^^ des Büschels speziell. Dieser Fall entspricht dem 
Strahlenbüschel bei einem singulären N'etz im R^ . Sollen 
bei zwei allgemeinen Kf die Brennpunkte zusammenfallen, 
so muß. TisTiT^O sein, denn dies ist die Gleichung ihrer 
Verbindungslinie. Q ist dann ein Punktepaar. 
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110 1^* Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalen Baum» 

Wir geben schließlich noch die geometrische Be- 
deutung der Formen (62) und (63) an: T^ == stellt den 
zu T bezüglich nl^ = konjugierten Eaum dar. Ebenso 
ist 2x^0 die Gleichung des zu 8 bezüglich tt^. = kon- 
jugierten Eaumes. !N^ach (62 a) und (63 a) gehen diese 
Bäume auch durch R , ihre Schnittebene ist also mit E ^ 
in der Q liegt, identisch. Deren Gleichung war (66); durch 
eine leichte Umformung erhält man auch 

(67) Tis ^T ^R ^= 2 Tlq* Tl^' 9 

woraus auch folgt, daß E der Schnitt von Ti = und 
2"^ = ist. 

9. Die singnlären Gebilde. 

Wir sahen oben, daß bei einem Kf == ttJ, = jedem 
Punkte y ein Kf 

(68) K^ = 7ila;^0 

zugeordnet wird als Ort derjenigen Geraden, deren Zen- 
tralräume durch y gehen. 

Als Brennpunkt von Ky ergibt sich nach der zu (58) 
dualen Formel 8y*ui = 0j man kommt also auf den 
Punkt y zurück. Ky ist speziell, wenn der Kfj^^O' 
speziell ist, oder wenn y im Brennraum Ä« = des Kf 
Hegt. 

Wir betrachten nun jene Geraden ^*, für welche 
«p^öt/ == wird, d. b. welche allen Komplexen Ky an- 
gehören, da dann a^'^a^ ^ . Wir nennen sie die singu- 
lären Strahlen des Ebenenkomplexes Kf ^ ttJ. = . 

Vor allem kann man beweisen, daß jeder singulare 
Strahl p2 im Brennraum liegt. Es muß dann der Schnitt- 
punkt 

Pu^Ps^ = 

von p^ mit 8i = unbestimmt werden, d. h. es muß 

Pu'Ps^ = • 
sein. ]^un ist aber 

Pw Ps' == Pw Par «6* j 



^-K^b^Vw'^ 
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9. Die singulären Gebilde. 111 

dies gibt nach (31): 

Da min p^ singulär ist, so verschwindet der 2. Term 
wegen o^^aj ^ ; der 1. ist nach (14) mit hp^ha^u' iden- 
tisch und verschwindet also ebenfalls, somit 

Ptt' Ps' = . 

Die singulären Strahlen liegen also im Brennraume. 
Wir nntersTichen nun, ob jeder Strahl in Ä' singulär ist. 
Es sei q^ die Gerade {PqPo) im Brennraum, wobei 

Pe = Qu' Qs' = Oj 

' Pa ^ <Jtt' Os' = . 

q^ hat dann die Koordinaten (^ a)ii; ^^^ a^^ und ist singulär, 
wenn 

al,aaaiQs'O8'^^0 
ist. 

N'un wird nach (30), wenn man berücksichtigt, daß 
jeder Ausdruck, der den Faktor as^ enthält, identisch 
verschwindet: 

Der Fall Si^O ist auszuschließen, da sonst der JSCJf* 
speziell, also überhaupt kein Brennraum vorhanden ist. 
Der andere Teil R des Ausdruckes rechts ist im allgemeinen 
von I^uU verschieden; es ist also nicht jede Gerade von 
8' singulär. Die Gerade a^ schneidet 8' in einem Punkte f . 
K^ ist dann speziell und stellt eine Ebene E§ dar, deren 
Gleichung 

'^-'f = »^ »5 
ist. Schneidet q^ diese Ebene ^, so ist 

Man beweist leicht, daß E§ durch f geht und ganz 
in 8' liegt. Die Schnittpunkte der Strahlen q^ mit E^ 
(für Ä = 0) sind dann auch die Schnittpunkte von q^ 
mit 8\ Die Strahlen p^ bilden daher in E^ ein Strahlen- 
büschel mit dem Scheitel f. 

Wir erhalten also in 8' zu jedem Punkte f ein solches 
Büschel von singulären Strahlen. Diese bilden daher in 



^. = a;2^| = <2<a5' = 
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112 1^- Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalen Raum. 

8' einen dreidimensionalen Strahlenkomplex $. Jede 
Oerade p^ desselben ist Achse eines vierdimensionalen 
Ebenenbüschels, welches ganz im Kf enthaiyten ist, d. h. 
jede Ebene durch p^ gehört dem Kf an. 

Der Komplex <P entsteht durch den Schnitt irgend 
eiaes JTfZy mit 8\ Sind Pi , P» , P3 , P4 der Eeihe 
nach die vier Punkte p„' p^, = , q^^ qs' = 0, r^' ^5' = , 
Q^ Qs' = in 8\ so wird nach (50) die Gleichung von <P 
in den dreidimensionalen Linienkoordinaten odh : 

Hier ist der Koeffizient von (O12 z. B.: 
also nach (30) 

Es sondert sich somit bei jedem dieser Koeffizien- 
ten 8i ab. $ erscheint daher von y, wie es sein muß, 
unabhängig. 

Ist der Kf speziell, so schneidet jede singulare Ge- 
rade die Leitlinie. 

Dual erhalten wir bei jedem K^^ eine Ebenengarbe 
von singul&ren Ebenen, deren Träger der Brennpunkt ist. 
Das Strahlenfeld jeder singulären Ebene gehört ganz dem 
Komplexe K^^ an. 

Ist der K^{^ speziell, so ist jede Ebene, welche die 
Leitebene nach einer Geraden schneidet (mit ihr in einem 
J?8 liegt), Singular. 

10. Zum System von drei Komplexen. 

Die 3Zi*» seien: 

Ki = jil = 0, K2 = nl=0' und K^=7tl. = 0. 

Wir bilden nun eine Eeihe von Invarianten vom all- 
gemeinen Typus 

(69) ra' 23.3^1. =^(12345). 

Für Invarianten dieser Form ergeben sich vor allem 
einige Identitäten. Vorerst folgt aus (14) 

(70) (123 45) = (2 1345) = (123 54) = (2 13 54)., 
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m) Mi = (22133), 
' \Bi = (11231), 



10. Zum System von drei Komplexen. 113 

Dann erhält man durch eine einfache Umformung 
<70a) (1 23 45) + (23 145) + (31 245) = 0, 
<71) (1 2 3 1 2) = . 

Aus (70) folgen dann weiter • 
<72) (11345) + 2(13145) = 

und schließlich 
<73) (11145) = 0. 

Berücksichtigt man (71) und (73), so können wir für 
•die drei Komplexe K^, K2 und -^g 78 simultane Inva- 
rianten hinschreiben. Diese lassen sich dann auf sechs 
von ihnen mit Hilfe von (69) und (72) reduzieren. Diese 
sechs Invarianten sind 

^2 = (33211), ^ = (11322), 
52 = (22312), 58 = (33123). 

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens einer 
dieser Invarianten ist leicht anzugeben. In dem System 
der 3jBr{ existieren im allgemeinen FaUe die drei Brenn- 
punkte Sa und die drei Involutionspunkte 8n. Brstere 
bestimmen die Brennpunkts- oder Fokalebene, letztere die 
Involutionsebene des Systems. 

Ist nun z. B. Ai = 0, so heißt dies 

-oder die Brennpunkte Ä22 ^^^ ^33 sind bezüglich des K^ 
konjugiert. 

Ist ^1 = oder ocs^ocs^ = 0, so heißt dies 8^ und Ä31 
sind bezüglich K^ konjugierte Punkte. 

Von den sechs Punkten Sa und 8^ können je fünf 
in einem R^ liegen. Es muß dann eine simultane Inva- 
riante verschwinden. Liegen z. B. Ä^^, 82s und 8^^ in 
^inem B^ , so muß ü^^ = (811 822 8^^ 82s 8^1) = sein. Man 
-erhält so sechs Invarianten ii , welche sich aber nach 
leichter Umformung auf die obigen von (74) zurückführen 
lassen. Es ist: 

ßll = («28 «31 «12 «22 «33) = M? - ^2 ^3 , 

022 -= («23 «31 «12 «33 «ll) = 1^1 ^ ^3^1 , 

033 = («23 «31 «12 «11 «22) = :Mi - ^1^2 . 
Weitzenböck) Eomplexsymbolik. ^ 8 t 
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114 IV. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimenaionalen Raum. 
Und weiter: 

023 = («11^22 «33 «31 «l«) = ^2 ^3 " 2 A B^ , 

(76) 081 =(«11«22«33«12Ä23) = ^3^1 -2^52, 

fil2 - («llÄ22Ä88«23«3l) =^^ - 2 ^s ^3 • 

Zu bemerken ist hier, daß ans Qu » auch Qiu = 
folgt, was auch geometrisch evident ist. 

Ein Komplex des Systems ist gegeben durch 

(77) x^nl. + xg nl. + X3 ^m- = - 
Die Oleichung seines Brennpunktes ist: 

(78) 8u' ^ ^x-ju's,, + 22'x,xt^4t = . 

Die Brennpunkte des Systems bilden also oo^ viele 
Punkte im JB4 , d. h. eine Flache. Wir bestimmen die 
Ordnung dieser Fläche, d. h. die Zahl der Punkte, in 
welchen sie von einer Ebene p'^ =^ {u'v') geschnitten wird. 
Es bestehen dann die Gleichungen 

Ä^. = und Ä„/=0; 

jede derselben ist quadratisch in den x<, somit gibt es 
im allgemeinen vier solche Schnittpunkte. Die Brenn- 
punkte des Systems bilden also eine Fläche 4. Ordnung 
im E4. Ein B>^{u') schneidet die Brennpunktsfläche ^ 
nach einer dreidimensionalen Eaumkurve 4. Ordnung. 
Diese kann in zwei Kegelschnitte zerfallen. Die Be- 
dingung hierfür ist, daß die in den Xi ternäre Form aus 
zwei linearen Faktoren besteht, d. h. 

Wäu ^Äi, us^ 

Us^ Us„ us„ = . 

w4i ^4. ^Ä„ 
Dies ist also die Gleichung von <P in Eaumkoordinaten. 

Jeder Rs{u') , welcher durch vier von den Punkten 8^ 
und Sit geht, befriedigt (79). 

Sind die 3Kf speziell, also /8<i = 0, so wird nach 
(78) /S„' ^ 2 2 Xi xt us^^ = . Man kann dann für Xi xt 
eine Größe k setzen; durch Ä„/ = ist dann ein Punkt 
in der Ebene der drei Schnittpunkte 8^ der drei Leit- 
ebenen dargestellt. ist hier also eine Doppelebene. 



(791) u's^ = 
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V. Abschnitt. 

Die linearen Komplexe im Ä^. 

1. Einleitung. 

Wir geben zuerst eine allgemeiüe Ableitung euier 
Identität im En- Es seien durch die Symbole 1, 2, 3, 
. . . , n + 1 , (n + 1) Größenreihen fixiert, dann erhält man 
durch Entwicklung der identisch verschwindenden Deter- 
minante |l,2,3,...,n + l,i*x|, sowie im R^ und E4 : 



(1) 



{23 4 ...n + 1, x)lu"-{13 ...n + 1, x)2u^+ .. 
+ {123...n + l)Xu' = . 



Wir ersetzen nun die Ziffern durch Komplexsymbole 
nach folgendem Schema: 



Die pi sind hierbei {d+ 1)- fältig. Wenn wir diese Sub- 
stitution in (1) durchführen, so werden die {d + 1) ersten 
Glieder einander gleich. Hierbei ist aber auf die Stellung 
der einzelnen Symbole von links nach rechts Eücksicht 
zu nehmen. Durch die Substitution wird aus dem 1. Glied 

{ppp ...(d-mal) ...px^x^x^ • • . a?n-d+i)l>„' ; 

hier ist das mit u^ verbundene Symbol p aber als erstes 
zu nehmen, da es ja die Zahl 1 ersetzt hat. Wir müssen 
also dieses p so weit nach links schaffen, bis es als erstes p 
in der Determinante steht. Die anderen p behalten ihre 

8* 
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116 y. Abschnitt. Die linearen Komplexe im JB^ . 

Beihenfolge bei. Durch d- malige Yertauschung wird dies 
bewirkt, dadurch wird der richtige Wert des ^sten Gliedes 

= (—!)''(?>'' ^1^2 • • • a?«-rf+l)P«' • 

Ans (1) wird dann 



(2) 



+ (-ir{p^^^x,...x^.a)uL 



n-d+l 



Setzen wir hier weiter 

a?i = 072 = ^ = • • • = ^*+i = ff 5 
wo die qi {Je + 1) -faltige Komplexsymbole sind, so wird: 

{d + l)(j>^g*-^^a?ia?2 ' - • iPn-d-k)Pu' 

= (-l)*(fc + 1)(1>^^V^1^2 . . . ^n-4-k)qu^ 



(3) 






+ {-ir-^(p^+V^'^^2 . • . ^n-4-k-l)ui^ 



n-d-k 



Wir wollen hier nur noch eine weitere Spezialisierung 
i vornehmen, indem wir setzen: 

a?i = 072 = ^8 = • • • = ^n-d-k = r , 
wo die Vi (n — Ä — fc)- fältige Komplexsymbole bedeuten. 
Dann wird aus (3): 

{d + l){p^g'^'f^-'-')Pu^ 



(4) 






Die dualen Formeln sind leicht hinzuschreiben. 

In den symbolischen Determinanten sind hier jedes- 
mal (n + 1) Symbole enthalten. Kommen in einer solchen 
Determinante alle (d + 1) Symbole pi vor, wobei die p< 
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1. Einleitung. 117 

(ß _|_ 1) -faltig sind, so kann man auf die gestrichenen Sym- 
bole übergehen. Wir geben einige Beispiele hierfür. 

Aus {p^+^ x^x^... Xn-d) erhält man durch Entwicklung 
nach (d -|-1)- reihigen Minoren: 

= (d + 1) ! üpa, /? ... Ka?2 iTs • • • ^n-d)a\ /T, / ... 
= (d + l)l2!pa\ß',/..A^l^i • • • ^n-dV. /?',/... 
(5) {P^^'X,X, , . . Xn-ä) = {d + ly.pkPi. ' ' ' Pin-ä ' 

Setzen wir hier Xi = X2 = x^ = . . . = Xk+i = g , so wird 



^^^ ^ -^{d + l)lpi'^'pkPi.''Pin-ä-k-l 

oder auch, wenn wir q an erster Stelle schreiben: 



(^^^ ^ = (^l)(^-^^)(*-^i)(fe + 1)! q;':^'qi,qi. . . ■ g^_,_,_, 

Setzen wir hier noch a?! = a?2 = . . . = ^n-d-k-i = ^» > so 
wird: 

= (-l)(«-*'-**-i)^*'+*)(n-Ä-Ä:-l)!r3J^+iri*+* 

Diese Formeln ließen sich beliebig vermehren durch 
Einführung weiterer Symbole. Wir wollen uns jedoch jetzt 
auf den R^ beschräriken. Hier werden wir mit Punkten a? , 
Geraden p^(p'^), Ebenen p^(p'^), Bäumen p^{p'^) und 
endlich vierdimensionalen Bäumen v' als einfachsten geo- 
metrischen Gebilden zu tun haben. Da Gerade und A3 
dual zuelDander sind, können Strahlen- und Baumkom- 
plexe (Kf) unter einem behandelt werden. Die Ebenen 
sind zu sich dual, die Ebenenkomplexe werden also eigens 
behandelt werden müssen. 
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118 y. Ahschnitt Die linearen Komplexe im R^ . 

2. Der Strahlen- und Banmkomplex. 

Sind Jiit die Koordinaten einer Geraden, a^ Komplex* 
Symbole, so ist 

(8) . Kr = nl^O 

die allgemeinste lineare Oleichnng zwischen den tih und 
stellt ein System von oo'^ vielen Geraden im B^ , einen 
linearen Komplex Kf dar. 

^N^ach (5), Abschnitt IV ist auch 

(8) kann somit auch folgend geschrieben werden: 

(9) Kj^'' = K^^0. 

Die Strahlen des Kf sind hier dargestellt durch den Schnitt 
von 4 A4 . Wir nennen den durch (8) und (9) dargestellten 
Komplex kurz den Komplex Ka. 

Dual erhalten wird als Gleichungen eines Eaum- 
komplexes Kf: 

(10) Kj^'^ = 7tt.=^0, 

(11) . Kr=K^=^o. 



Wir behandeln gleich die ebenen Schnitte eines Kf\ 

. d. h. wir suchen jene Strahlen des Komplexes, die in einer 

Ebene, in einem B^ und einem £4 liegen. Man braucht 

eigentlich nur letzteres zu bestimmen, da man dann in 

diesem £4 einen B^ oder B2 annehmen kann. 

Wir führen diese Betrachtung für einen K^^^ durch, 
den wir durch einen B^ schneiden. 

Dieser B^ sei durch die (d+ 1) Punkte x^, x^, . . • j^d+i 
gegeben. Für zwei Punkte S tind 1] dieses Ba wird dann: 

Die Gerade (irj) hat also die Koordinaten im i2„: 

^a = (f^)it = >;(Ayu),,(^(O^C)),, 
1,0 + 1 
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2. Der Strahlen- nnd Baumkomplex. 119 

und sie gehört dem JTf ^ ^ jrj. = an, wenn 

(12) T(A/i),.a^r,a^„ = 

ist. 

Für (>l/i)y,(r, « = 1, 2, ..., ä + 1) kann man d-dimen- 
sionale Linienkoordinaten setzen. Dann haben wir den 
Satz, der übrigens auch anf jeden Komplex K^S^ ausgedehnt 
werden kann: 

„Ein JKj schneidet einen Kf^ nach einem Z^i*-" 
Wenden wir (12) auf einen Kf an. Für d = 2 er- 
halten wir die drei Variablen {Xjuj^^j ß 1^)91 7 (^/^)i8 9 ^^ 
welche wir (o^ , co^ und co^ schreiben wollen. Nehmen wir 
ferner noch statt der Punkte oK^) , d^), d^)j , . .^y^ ss und t , 
80 wird: 

ö>i ai €ti + CO2 ai «y + ö>3 «^ a« = . 

Dies ist die Gleichung eines Punktes in der Ebene 
P^ = {y^t), des „Zentrums der Ebene p*". Seine Glei- 
chung im jBj wird: 

Uyaicbt H- uiato^ + via^az = , 

oder durch Vertauschung: 

\uiaial\^ (t*'a' Vo = {u'a'^p'^) = , 
also 

(13) vlVw-- 
oder 

(13 a) a^att^ = 0« 

Nehmen wir in (12) ä = 3 . Dann erhalten wir als 
Schnitt einen dreidimensionalen Strahlenkomplex Kfz 

^Ö>r« aUr) aiii) = . 

Dessen Invariante A^^ wird: 

Ax = 2X«Ä'-) aii.) bife) l»i(a) [(q, o) # (r, «)] 

= ^(a' o' 6' 6')(««)«ß)«(8)«(4i) 
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12Ö V. Abschnitt. Die linearen Komplexe im M^ . 

also 

(14) A,,^i{p'^a'n'^), 

wo p^ den Schnittraum daxstellt. Die Bäume n^ , welche 
den Ka nach einem speziellen Kf schneiden, bilden daher 
mnen Kf © = 0, den „zugeordneten Baumkomplex". 
Q wird nach (14): 

(15) Q = jzl7il^0 

oder auch, wie aus (6) leicht abgeleitet werden kann: 
(15 a) Q = alal.=^0. 

Nicht symbolisch erhalt man Q durch: 

(16) Q = K,.K,, 

wie man aus (15) ablesen kann. Die ji sind dann aber 
als vierMtige Symbole aufzufassen. 

Dual gehört ebenso zu jedem Baumkomplex K ein 
„zugeordneter Strahlenkomplex" Q {K) . Wir wollen nun 
gleich untersuchen, was für ein Xf dem durch (15 a) dar- 
gestellten Kf zugeordnet ist. N'ach (16) wird: 

Wir setzen nun in der zu (4) dualen Formel n = 5 , 
d = 2 , fc = 1 , dann wird 

(17) 3{7t'^a'H'^)7ti=^-2(7i'^a'y^)a!c-2(7t'^a'n')bi. 

Hier ist a' und V vertauschbar, also kommt: 

18 ) 3{ji'^a'n'^)jii = -4:{ji'^a'y^)ai . 

Für Xi=^{n'c'^d'^)i wird somit 

Setzt man in der zu (4) dualen Formel n = 5 , d = 3 , 
fc = , so wird 

19) A(7z'»a'y^)ni==(7i'^y^)ai + 2{7i'^a'y)hi . 
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2. Der Strahlen- und Baumkomplex. 121 

Für Xi = {a'e'^d'^)i wird also 

12Q{Q) = (^'*6'«)(ä'8c'2d'2) + 2{n'^a'h'){ya'e'^d'^) 
== 2i7il'2alal - 2 '2A' jia^ ji^^ia'y o'^d'^) . 
Q{Q) =^ 4.Ka' alal - A{a'y c'^d'^)jia^nf, . 

Setzt man in (1) für n«5: l=2=a', 3=&', 4=5=c' 
und 6 = 7 = d' , so wird 

^^^^ 1 +2{a'n'c'^d')d'„. 

Sind hier a% c' und ä' vertauschbar, so wird: 

(21) 6{a'yc'^d'^)a;r = {a'^o'^d'^)K. 
Es wird also: 

Wir setzen nun die Invariante des Komplexes = J , also 

(22) J = af 4> 
Dann wird: 

(23) Q(Q)^lJ.Ka. 

Der dem Komplexe Q zugeordnete Kf führt also auf 
den ursprünglichen Ka zurück. Die Formen Ka und Q 
bilden somit ein in sich geschlossenes System. Voraus- 
gesetzt ist hierbei, daß J ^ . J ist hierbei eine Invariante 
des Komplexes, in dessen Koeffizienten vom 3. Orade. Die 
geometrische Bedeutung von J = werden wir gleich er- 
fahren. Vorläufig wissen wir, daß für J =- , Q{Q) iden- 
tisch verschwindet. 

In nicht symbolischer Form entsteht J durch Schie- 
bung von Ka über Q: 



Ka ist hier in der Form (15 a) anzunehmen. 
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122 V. Abschnitt. Die linearen Komplexe im E^ . 

3. Der halbspezielle Komplex. 

Wir schneiden nun Ka mit einem 

Aus (12) erhält man dann einen K^^^ : 

rs 

als Schnittgebilde, dessen Brennpunkt wir au&uchen wollen. 
Sind (Xik = ßik die Koordinaten des Schnittkomplexes, so 
wird der Brennpunkt ocß^ß^p^^O, wo <p' Eaumkoordinaten 
in t?' sind. Man erhält so als Gleichung des Brennpunktes 
im E5 : 

^a;^r) a'^,) bUs) hiia) u'^i) = , 

also durch Vertauschung 

oder 

(25) B^ = ala^^a^^==0 . 

Wir wollen diesen Punkt B^ kurz den Brennpunkt 
des B^{v') nennen. Aus (25) folgt, daß B^ in v' liegt, 
wenn B^* in w^ liegt und umgekehrt. 

Wir fragen uns nun, .ob es B^ gibt, welche Ka nach 
einem speziellen Kf schneiden. Für einen solchen A4 muß 
der Brennpunkt unbestimmt werden, aJso 

a% a^ au' ^ 

sein. Dies gibt für die sechs homogenen Größen i?J die 
sechs Bedingungsgleichungen 

af/ a„' «i = , 

welche nur dann zusammen bestehen können, wenn ihre 
Determinante A verschwindet. Es ist nun 

A = {ahcüef)a^h^(^d^e^f^ a^hlclä:pelß , 
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3. Der halbspezielle Komplex. 123 

Wir setzen nun in (1) für n = 5: l = 2==a, 3 = &, 
• . . , 7 = /* • Dann wird: 

{2{ahcdef)ag^ = {a^odefjbg^ -^ {a^hdef)cg* + , . , 

+ iancde)f,^. 

Sind hier a, b j c, d, e, f vertauschbar, so wird aus A : 
6\A =^ ^{a^cdef)hg^iahcdef)ag^hl4 . . . ß , 
= —^a^ € d e f) üg* (ab c d e fjhg^hl ß , 

Setzt man in (1) für n = 5:l = 2 = 3 = a, 4 = o, 5 = d, 
6 = 6, 7 =/*, so entsteht die Identität: 

r Sia^cdefjag^^ia^def^Cg' — ia^ceDdg^ 
^^'^^ \ +(a^cdf)eg^-{a^cde)fg^. 

Diese Gleichung wenden wir weiter zur Umformung von 
A an. Durch Vertauschung erhält man: 

-f.Q\.A ^iia^defjCg^ {abcdef)bg.bl .../?, 

i'i'6\ A = {a^def) {abcdef)Og^Kbl . . . ß . 

Eine weitere Identität entsteht aus (1) für n == b , wenn 
wir setzen: l = 2=«3 = 4 = a, 5 = ä, 6==c, 1 = f : 

(28) Ma^def)au^ {a^ef)du^ + {a^df)eu^ - {a^de)U > 

Setzen wir hier für ui' ... '{bodef)i in^d berücksichtigen 
die Vertauschbarkeit von d, e und /*, so erhalten wir 
weiter: 

-^M-f 6! J = (a*e/) Q>cdHf)Cg.b^bl .../?., 

= -4! {bcd^ef)bg.Cg,e^f^bl .../?,, 
12 J = {bcd^ef)bg,c^e^fa'bl .../?. 
Hier formen wir {bcd'^efjbg^ um nach (1) 

r 2(50^^6/') V = (5« d2e/')c^ + 2(5^od6/)d^^ 

Dann wird 

3A^J^(p^dUf)bld^.elßea^fa'-2{b^d^ef)eg^eg^6a^fa'... 
= A-2B. 
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124 V. AYmehmU, IHe linearrai Komplexe im B^ . 

Wett^ 18t nach der zu (20) dualen Identität: 

hia gibt die Vertauschnng von e nnd h 
6(efh*d^e^ = (en*d^f^ . 
Somit wird der erste Teil der rechten Seite in 3 J: 

wobd 

If = (e2fe2<J«)^feJ^.. 

Wenn wir die Koeffizienten in Q^a^a]^ mit (Xn be- 
zeichnen, also 

(30) o^ii^anal 

setzen, so erscheint Q in der Form a^ = ; die In- 
yariante J für Q gebildet wird dann 

Wir haben also 

M = 2J{Q). 

Nun entsteht J(ö) durch Schiebung von Q über <?(ö) 
nach (24) ; da nun nach (23) Q{Q) = | J • :^^ , so wird 

(31) J(Q) = |.J2, 

Somit erhalten wir 
und der erste Teil von 3 J wird: 

Wir gehen zum zweiten Teil B von 3 A über. Es ist 

2B = 2{cfh^d^)Cg^eg^farearhl .../?. 
Nach der zu (20) dualen Formel wird: 

2(cfh^d^)eg^ = {cH^d^)fg^ + A(c^fhd^)hg^, 
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3. Der halhspezielle Komplex. 125 

Bilso wird 

2B^{{on^d^)f^e^Ue,^ + Mh^fod^)c^e^)fa^ea^hl...n, 
6B = {en^d^)cf^hld^.'fg^e^fa^ea^^ßel , 

Dies gibt nach der zu (20) dualen Formel: 

i2jr = 2J2, 

also 65 = fJ* 

-25 = -^JS 

®^°^** 3J = A-2JB = If J* 

und schließlich 

(32) J^|^J4^(|.J)4, 

Wir sind also durch A wieder auf die Invariante J 
geführt worden. Die Existenz eines E4, welcher den Ka 
nach einem speziellen Kf schneidet, hängt also vom Ver- 
schwinden von J ab. Wir wollen einen X«, für den 
J = ist, „halbspeziell" nennen. 

Wenn a^a^a^,^ ^ ist, so schneidet jeder B^i.v') den 
Ka nach einem speziellen Komplex K^^ . Dann ist aber 
auch ö ^ , d. h. auch jeder E^ schneidet Ka nach 
einem speziellen Kf . Die aiio können dann als Koordinaten 
eines B^ aufgefaßt werden, und der Ka besteht aus allen 
deraden, welche diesen B^ , den Leitraum, schneidet. Wir 
nennen dann Ka „spezieU". Die Bedingung hierfür ist also 

(33) Q = 0. 

Zwischen den 15 Koordinaten aii eines B^ (oder einer 
Geraden) bestehen also die 15 Gleichungen 

(34) 4aa = 0, 

von denen aber nur sechs unabhängig sind. 
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126 ^- Abschnitt. Die linearen: Komplexe im jB^ . 

Ist Q ^ , SO ist natürlich auch J = . Der einem 
halbspeziellen Kf zugeordnete Eaumkomplex Q ist wegen 
(23) spezieU, da dann Q{Q)^0 ist. Es ist also bei jedem 
halbspeziellen Ka eine Gerade, nämlich die Leitlinie von 
Q^ vorhanden. Wir woUen sie die Brennachse des halb- 
spezieDen JTf nennen. Ihre Gleichung wird: 

Sie schneidet einen beliebigen B^iv") in dem Punkt 
al^a^^a^' = 0, also in dem Brennpunkt dieses B^; daher 
der [Name Brennachse. 

Enthält ein B4^{v^ die Brennachse, so wird sein Brenn- 
punkt unbestimmt, d. h. er schneidet den Ka nach einem 
speziellen Kf. 

Man kommt zu diesem Eesultat auch noch durch 
folgende Überlegung. Für J = werden die sechs Glei- 
chungen al^a^ai = möglich und nach v' auflösbar. Da 
aber A bis auf einen Faktor mit J^ identisch ist, so wird 
für J = A vom Bange zwei. Es gibt also nicht einen 
einzigen B^^iv^, der den sechs Gleichungen a?/a„/a< = 
genügt, sondern oo^ solche. Je drei von diesen schneiden 
sich in einer Geraden, der Brennachse des halbspeziellen Kf^ . 

Wegen J = gehört diese Brennachse dem Ka: 
selbst an. 

Aus (31) folgt, daß ein zugeordneter Komplex nie 
halbspeziell sein kann; denn dann müßte K^ selbst halb- 
speziell sein und Q wäre speziell. 

Jede Gerade, welche die Brennachse schneidet, gehört 
dem Komplexe an. Es gibt aber auch Komplexgerade,, 
welche die Brennachse nicht schneiden. 

4. Das Nullsystem eines K[^^ . 
Gehört (xy) den Ka an, so wird 

(35) Bf}' = aiai = 0, 

d. h. jedem Punkt y wird ein durch ihn gehender B^ j. 
der zu y „konjugierte" B^ zugeordnet. Die Beziehung 
zwischen x und y in a^o^ = ist wechselseitig* d. h. liegt 
X in B^^, so liegt auch y in B^K 
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4. Das Nullsystem eines JSr^> . . 127 

Es sei ein zweiter Punkt. JB?* schneidet Bfy^ in 
einem Eanme Äg, dessen Gleichung wird, wenn (zy) = p^ 
gesetzt wird: 

(36) B^i = a'^a;Kh; = 0. 

Jeder Geraden ist so ein B^ konjugiert. 
jR/^\ R^^ und JKJ** bestimmen die zur Ebene y^^^iyzt) 
konjugierte Ebene 

(37) E^ = a'^KcLai.K4==^ . 



Nehmen wir schließlich einen vierten Punkt 8 hinzu^ 
so erhalten wir die zum B^ {p^ = (yzts) konjugierte Gerade 

(38) Oj^ = a:,Kc'„d;,a;hic;d;^0. 

Bei fünf Punkten erhalten wir die Gleichung des 
einem ^4(1?') konjugierten Punktes in der Form: 

(39) P^ = (a'Vc'd'e'u') (a'V c' d' e'v') = 0. 

Zu bemerken wäre hier, daß die Gleichungen (35) 
bis (39) auch für das Nullsystem eines K^^^ gelten. Die 
Faktoren ai , ... sind dann Summen von (n + 1) Gliedern. 
Wir gehen jedoch hier nicht weiter darauf ein, sondern 
beschränken uns auf den B^ . 

Wir beginnen mit Gleichung (35) und fragen uns, 
ob es Punkte y gibt, deren Ry^ unbestimmt wird. Dann 
müssen die sechs Gleichungen 

«y Oi = 

zusammen bestehen. Es muß also deren Determinante 

(40) D = ^{a'h'c'd'e'fy 

b! 

verschwinden. 

Nun wird nach der zu (26) dualen Identität: 

Q\D^^(a[''c'd'e'n{h'H'd'6'f'), 
^'6lD = (c'd'a'^e'r){c'd'y''e'r). 
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128. ^- Absohiütt . Die linewen Komplexe im £, . 

Dies gibt nach der zu (29) dualen Formel: 

^•6! i) - 3(0'« a'V/0(<*'' 6'*«' /0-(«'<*'<»'*«'r) («'<*'>'*«'/*), 
J6! D = (c'*a'*e'f') {d'*b'*e'f'), 

'^{e'f'c'»a'»){e'f'd'*b'»), 
also nach (21): 

= i(o'«c'»e'«)(/"»<l'«ft'»), 

somit 



Es gibt also solche Punkte nur beim halbspeziellen 
Komplexe. D ist dann vom Bange vier, es sind oo^ solche 
Punkte möglich, sie liegen alle auf der Brennachse. 

Wir gehen zu Gleichung (36) über. Es wird 

Wir setzen in der Identität (1) für n = 5 : 1 = 2 =* a% 
3 = &' und 4 = 5 = 6 = 7 = jr', dann wird 

(42) 2{a'h'7t'^)ai = (a'^7i'^)i; + 4.(a' W 7i'^)7ii , 
also kommt 

2. 24 22?! = 24 j^ pl + 4(a'«&'0^*P • 

Wir setzen ferner in (1) für n = 5:l = 2 = fe', 3 = 4 = a', 
5 = 6 = 7 = jr' , dann ist: 

(43) 2{p'a'^n'^)i; = -2(ft^»a^7r^«)a; + ^{p'^a'^n'^)^; . 

Ist hier a' und h' vertauschbar, so wird 
4(fe'a'«Ji'»)fe; = 3(Ä'«a'«7r'«)7i; 

[y^ (18)]. Es ist also der zweite Term rechts in 4822^1: 
4(a'»ft'7r'«)ji;ft; = ~3(ft'«a'«7i'«)7r;» = -64ai,p^, 

= -6pi^p;;^a^ = -6<^<. 
Somit wird 

(44) 82^> = 47^S->p^.-<»7r;^ 
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4. Das Nullsystem eines Ki^^ . 129 

Hier ist jt^^ = der zugeordnete Kf . jB^i ist also als 
spezieller Zf dargesteUt als Komplex eines Büschels, 
welches durch den ursprünglichen K^ und den Komplex 

<45) i3 = <^< 

bestimmt wird. 

Jeder Geraden p^ mt bezüglich des Ka ein solcher 
Komplex Q zugeordnet. Jede Gerade von Q bestimmt 
mit p^ einen B^ , welcher dem zugeordneten Komplexe Q 
angehört; ^^ ist selbst in Q enthalten. 

Wir bilden nun Q{Ü) und J{Q). Es ist: 

Q{Ü)^U^^(X^p^){7t^ß^q^), 
dies gibt nach der zu (17) dualen Identität: 

12Q{Q)=^2{7t^(xp^)(7iocß^q^ + 2{7i^oc^p){jipß^q^). 

Hier formen wir weiter nach der zu (19) dualen Formel 
am und erhalten: 

2AQ{Q) = (7r*p2) {(X^ß^q^) + 2{7i^(Kp) (poc ß^q^) 

+ (tz^ oc^) (p2 ß^ qi) + 2(jr* p oc) {(X p ß^ q^) . 

Hier ist (p^ß^q^)^Of da die pa = q^ Koordinaten einer 
Geraden sind. Es bleibt also 

24(?(ß) = 24jr;2.2(z;^(Z;^ + 4.24<7r;(pÄ/82(z2). 

IN'un entsteht q'^c^qp aus Q{Q)f wenn wir die n' durch q' 
ersetzen. Es ist also nach (23) 

Q(Q) ^^7i;^' J^ql-^(paß^q^)p^^oc^^. 

Der 2. Teil rechts gibt nach der zu (20) dualen Identität: 

-4Hpocß^q^)p„^(X^ = -2(p^ß^q^)ocl-A{p^aßq^)ß^f(X^* 

-A{p^ (K ß^q)q„^(Xn^ - 8(p (X ß^q^)p^oc„^ == , 
also 
<46) Q(fl) = -i^-J-<g^, 

d. h. der zu Q zugeordnete Komplex ist speziell, und p^ 
ist seine Leitlinie. Demzufolge ergibt sich, wie es auch 
sein muß 
(47) J{Q) =- . 

Weitzenböck, Komplexsymbolik. 9 
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130 ^' Absohnitt. Die linearen Komplexe im B^ . 

ü ist also selbst halbspezieU und p* wegen (46) die 
Brennachse. 

Ist £« halbspezieU, also J = 0, so wird Q{Q) ^Oj 
Q ist also speziell und sein Leitraum ist nach (45) be- 
stimmt durch p^ und die Brennachse von JT^. 

Ist Ka speziell, so wird Q unbestimmt. 

Stellt man die Forderung, daß p^ seinen konjugierten jßjfj 
schneidet, so ergibt (44) 

(pJ')^ = 0, 

d. h. p^ gehört dem Ka an. Ist dies der Fall, so wird Q 
speziell und jB^i^ sein Leitraum. 

Wenn R^ dem Eaumkomplexe Q angehören soll, so 
muß nach (44) J-pl^O 

sein, d. h. für J :^ 2>^ muß dem Ka angehören. Bildet 
man daher Q bezüglich Ka dual ab, so erhält man wieder Ka • 
Wir gehen zu (37) über. Es wird 

6JBp. = (^'»a'feV)ap'&;c;. 

Setzt man in (1) fürn « 6: 1 = 2 = a', 3 = 6', 4 = c\ 
• 5 = 6 » 7 = tt', so wird: 

(48) 2{a'h'o'n'^) aj ^ {a'H'n'^)hi - {a'^h'n'^) cj + 3(a'^yo'7i'^)n;. 
Dann kommt 

= 2A + 3JB, 

A = (cV«^'»)c;fe;^, 

dies gibt nach (43): 

Femer wird: 
also nach (20): 

4B = {y^a'*7t'^)c;^7t; + 2(ft'«cV2jrO^;c>; , 

dies gibt nach (21): 

= iA-i(c'«5'2a'2X, 
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4. Das Nullsystem eines JSTW. 131 

Somit kommt: _i2^^ = 3^-iJ< 
oder 

(49) 24.£;p, = -6(a^^&^gjr^^)c;^jr; + J»7t;^. 

Die zu einer Ebene p^ konjugierte Ebene ist also 
hier durch einen Kf dargestellt, welcher einem Büschel 
angehört, das durch p^ und den Komplex 

(50) r={a'^y^jz'^)c;^7t;^o 

bestimmt ist. F läßt noch eine andere Schreibart zu. 
Das Zentrum der Ebene p^ ist nach (13) pl-Pu^ = 0; sind 
Si seine Koordinaten, so wird auch 

r=(a'«5'27r'«)jr^-2a?.a^7r^ = 2<2^|, 
(51) . r=2<^jr^. 

Jede Ebene von F gibt also mit dem Zentrum | 
von p^ verbunden einen B^ , welcher Q angehört. Dies 
ist die geometrische Bedeutung von jT = . 

Wir kommen auf diese Verhältnisse genauer zurück, 
wenn wir den Ebenenkomplex im £5 behandeln. Man 
kann leicht zeigen, daß (50) f ür jt = p identisch ver- 
schwinde. Es schneidet also jede Ebene ihre konjugierte. 
Der Schnittpunkt ist, wie sich ebenfalls leicht beweisen 
läßt, das Zentrum der Ebene p^. 

]^ach (38) entspricht jedem B^iP^) ^^^ konjugierte 
Gerade. Es ist 

2 0p* = {n'^a'h'c'd')aih;c;d; , 
dies gibt nach der zu (29) dualen Identität: 

40p* = 3(a' ^c'd' 7t' ^)b;^c;d; + 2(a'n'o'd'7z')7t;h;c;d; , 

= 3A + 2JB. 



A^(c'd'a'^n'^yc;i;^d, 



'p 



gibt nach (20): 

4 A = {c'^a'^7t'^h;^d;^ + 2{c'^d'a'^7i')ji;h;^d; , 

A = \K^.plpl - i(ä'a''e'^7i')d;7t;h;\. 

/Google 
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132 V. Absohnitt. Die linearen Komplexe im 1^ . 

mm wird G nach (20): 

wobei 

(52) y-p.vp;>=o 

einen jedem £^> zugeordneten Sf darstellt. Jeder £, 
von V schneidet p' nach einer dem K, angehöiigen Gte- 
radeiL Wir hab^ also 

A='M-\J'V . 
Ferner wird: 

-B = (b'e'd'n'a' «meiden; , 

dies gibt nach der zu (29) dualen Formel: 

-iB = 2(b'*a'»d'n')e;^d;n; + <p'*e'a'*d')e;d^n'/ , 

B = -\D-\E, 

D = ((iv«fe'» «')<*; «;'''»; 

gibt nach (21): 

i) = ^(d'«a'«^'»)c;='<^ 

Ferner wird nach (21): 

i? = (o'<|'fe'«a'«)c;<i>;», 
= i(c'«ft'»a'«) <*;»<, 

Somit wird sohliefilich: 

(53) 4g^ = fQ.p;»-J.7. 

Es «ischeint also auch 6,^ als K^ eines Büschels, welches 
von Q und F bestimmt wird. 

Wir bestimmen nun Q(F) und J(F). Es wird 
Q(F) = |(p'»jr'»o'«)(j'»?i'»6'«), dies gibt nach der bei 
Q(Q) angeführten Umformung [vgl. (46)]: 

(54) Q(y) = ^-^gg>. 

Dann wird ferner: 
(55) J(7) = . 
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4. Dajs Nullsystem eines K^^K 133 

Es ist somit V immer halbspeziell. Sein Brennranm 
(d. i. das zur Brennachse duale Gebilde) ist der Bs{p*) 
nach (59). V wird spezieD, wenn p^ dem Komplexe Q an- 
gehört. 

Wenn Öp4 den Eaum p^ schneiden soU, so muß 
nach (53) (für jt = p) der E^(p^) dem Komplexe Q an- 
gehören. 

Soll öp* eine Gerade von Ka sein, so besteht nach (53) 
die Gleichung J.Q==0, d. h. p^ gehört Q an. Bildet 
man daher Ka bezüglich K^ selbst dual ab, so erhält man 
den Komplex Q. 

Bezüglich Q ist zu einer Geraden p^ ein B^ konju- 
giert; dessen Gleichung wird nach der zu (53) dualen Formel 

(56) B;?^ = iJ^ijil'pl^-iQ) = 0. 

Ferner erhält man die zu einem B^iP^) bezüglich Q 
konjugierte Gerade nach der zu (44) dualen Gleichung: 

(57) ö^ = |_.Q^,_|.j.7=.0. 



Man wird also hier auf keine neuen Formen geführt. 
Wir kommen schließlich auf den zu einem B^{v') 
konjugierten Punkt; dessen Gleichung nach (39) ist: 

P^ = {a'yc'd'e'u') {a'Vc'd'e'v') = . 

Wenn A = (a'Vc'd'e'f'Y ist, so wird auch 

1 xrr B^A 



Nun ist nach (40) und (41) 



also kommt 



^ = «^^==r6^^^ 



P -6! 7 2 

= Iß. 21 ' ^*' ^**' ^*'' 



d. h. P^. ist mit dem Brennpunkte von v' identisch. 
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134 V. Abschnitt. Die linearen Komplexe im R^ . 

6. Die Ebene im M^.. 

Wir nehmen die Gleichung eines K^^ in der Form 

(58) K„^a = ji'J = 
an. 

Es ist dies die allgemeinste, lineare Gleichung zwischen 
Ebenenkoordinaten und stellt ein lineares System von 
oo» Ebenen dar. Nach Abschnitt IV, Gleichungen (5) und (5 a) 
wird auch 

(59) K„^a=-K„ar. 

Ferner ergibt sich 

K^ = i(^'a') '^Q^J^ikiaiti, 

also 

(60) (jr8a«) = -(jr^8a^8). 

Die Gleichung der Ebene p^ ist: 

(61) ^;' = -< = > 

sie wird von einer anderen Ebene ^^ geschnitten, wenn 
pj. = ist. 

Als Gleichung des B^i^fp^) erhält man 

B, = U^'yp^) = -iip'n^y) = -pf p; = , 

oder in gestrichenen Yariabeln, da 

-3p.;^l>;-»4(p'3^^3)^.==24p^;r;, 

(62) E3 = -p.;'^p; = 8<^;==o. 

Die Gleichung des durch p^ und die Gerade q^ be- 
stimmten JS4 erhält man, da (xq^) die Ebene p^ schneiden 
muß, in der Form: 

B, = U^q^p^) = -Pf p^ = -(p''q'')pi = Hp''q''yai , 
= 8pfg;, 
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5. Die Ebene im B^ . 135 

also 

(63) 2g, = -^pfp^ = 8p^g^==0. 

Die zu (62) und (63) dualen Gleichungen ergeben: 
Die Schnittgerade B^ von p^ mit dem B4,{v^): 

(64) El = +pl.p^. = --87ip7i^ = 
und der Schnittpunkt Bq des B^{q'^) mit p^: 

(65) Eo = pg.p,. = -8yfg^.=^0. 

Es seien zwei Punkte y und « gegeben. Sie geben 
mit p^ verbunden die beiden Bäume B^ , By und jB, mit 
den Gleichungen 

By = -p;,^Pi = 8n;'7z;, = o, 

B, = -pi^pi = 8ji;^7ti = 0. 

Zwei JB3 schneiden weh im allgemeinen in einer Ge- 
raden; sind o'^ und q'^ die beiden JB3 , so wird deren 
Gleichung q _ (^/a^'2^/2) = . 

Wenden wir dies auf B^ und Bg an, so muß O identisch 
verschwinden, da sich By und B^ in p^ schneiden. Es 
ist nun: 

G = {p'^q'^7t'^)piqi, 

3Ö 2(p'^q'7i'^)qiqi^2(p'^q'^7i')7tiqi, 

3ö = -2öi-2G2, 
wobei 

öl = (P''q'^'')qiqi = iq' p''^'')qiqi , 
2 Gl = S{q''p''n'')piqi + 2{q'^p'^7i')7tiqi , . 
261 = 30 + 263, 
also wird 

3Ö = — 62 -63 ^—^p\pn'n'yq', — %p\p^n',q;,, 
0^—2pl p„^ Jiiqs — ^ p\ p„. n', q^ . 

Wir führen nun der Einfachheit halber ein neues 
Symbol ^ ein, welches man als zweifältig-gemischt be- 
zeichnen könnte. Wir setzen nämlich: 

(66) P^P<g* = ^i^ifc. 
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136 ^* Absohnitt. Die linearen Komplexe im R^ . 

Es muß also immer ein oc und ein a' gleichzeitig' 
auftreten. Sonst sind a und a' wie gewöhnliche Symbole 
zu behandeln. Es ist insbesondere 

(67) (x«> == p^ = . 

Biese Gleichung gilt auch noch dann, wenn die Pi^r 
nicht Koordinaten einer Ebene sind. Denn es ist 
aj, = — ftj, = — aj. = , wie durch Yertauschung von a 
und h folgt. 

Wir erhalten nun durch Einführung der a : 

(68) g = — 2 a„'7iiai - 2 g^yi/ o; . 

Da dies ^ sein soU, so folgt (Xioci^ oder 

(69) H = au'Oci = 0, 

d. h. ist durch 7i^^ = eine Ebene dargestellt, so ver- 
schwindet die Zwischenform H ^ a^ai identisch. 

Auf dieses Besultat wird man auch noch folgend 
geführt. Es ist nach (62) Ä^ = jrj*py = die Gleichung 
des i^(p'y). ^'Pi'^^O stellt also einen sx>eziellen Gte- 
radenkomplex E}{^ ^ K^ dar; dessen Form Q^ verschwindet 
somit identisch. Fun ist nach (16) 

also nach (68) für y == 

setzen wir hier für tz^ti^ vi und schreiben x statt z^ 
so wird ^ . ,_^ 

Für einen allgemeinen E}^^ ist H von Füll ver- 
schieden. Wir nennen eine Ebene einen speziellen K!^^ 
und sagen demgemäß, daß für einen speziellen E}^^ die 
Form H identisch verschwindet. Man kann aber auch 
zeigen, daß die Bedingung 

hinreichend ist, damit ein Jlif^ speziell ist. 

Es sei Zj^ = <* = 0. Jedem Punkte y ist dann 
ein Kf 

(70) gy = ^a; = 
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5. Die Ebene im R^ , 137 

zijgeordnet als Ort derjenigen Geraden tz^^ welche mit y 
verbunden eine Ebene des Kf == Ka geben. Die Form Q 
dieses Ky wird 

Qy = {7i' ^a'n'^)aihi 

oder nach (68) tm y = z auch 

(71) Qy = 7iiK(xi = . 

Ist Ä» Ät = , so wird Qy = , Ky ist speziell und 
stellt einen Baum 

By^7z%ay = 

dar. Dual entspricht jedem B^^iv^) ein Eaumkomplex Kf 

(72) K^^ = K^a,.==0. 

Jeder B^ dieses JT^' schneidet v' nach einer Ebene 
des Komplexes Ka. Die Form Q des ir„' wird wie oben 

(73) Q^^ = 7t^7ia^(x^=^0 . 

ö»' ist für jff^O ebenfalls identisch Null, K^^ also 
speziell und stellt eine Gerade 

dar, was wir vorläufig festhalten. 

Jedem B^(p'^) ist bezüglich des Ka ein Punkt 

(74) Pj,n = p^^a,. = 

zugeordnet; durch ihn gehen alle Ebenen des Ka die 
in p'* enthalten sind. 

Wir verbinden nun P^/» mit ö,^ zu einer Ebene E; 
deren Gleichung wird 

oder umgeformt 

3E = 3{a^7z^ h) 71^ pi^ - (a^ n^) h,. pi^ . 

Der erste Term rechts enthält ai als Faktor und 
demgemäß, wie wir gleich zeigen werden, auch a«', ver- 
schwindet somit nach Voraussetzung. Es wird also 

E^2K^.KPö\ 
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und d& p^pi^ von Knll TeTSchiedai ▼oraos gmeiil werden 
darf, da v' nnd p'^ ganz wülkäilich sind, so wird 

die Gleidinng einer Ebme, w. s. b. w. 

Wir habm also den Satz: 

,,Die notwendige nnd hinradiende Bedingung, daß 
TT^^ = eine Ebene darstdlt, ist 

Damit also die om als Koordinaten ein^ Ebene auf- 
gehißt werden können, mössen die 15, in den a^ quadra- 
tischen Gldchnngen 
(75) alaihi = 

bestehen; von diesen sind aber nnr zehn vononander 

unabhängig, da es nur oo' Ebenen im JE^ gibt. 
Wir haben nun noch den Satz zu beweisen: 
„Enthalt ein Ausdruck den symbolischen Faktor a^ , 

so enthalt er a und a' oder verschwindet.^^ 

Es sei If der vorgd^te Ausdruck, a^ , a^ die weiteren 

Glieder mit a, bi, bi diejenigen mit &', so daß also gesetzt 

werden kann j^ _ a^a^a^b;hi M' , 

wo M' die Symbole a und h nicht mehr enthält. 

Ist v' oder w'=^b\ so enthält M den Faktor a^, 
man kann also a und a,' sofort einfuhren; ebenso wenn 
y oder z = a ist. 

Es wird nun: 

6Jf = (a'»feVirOft;WJf', 
-6if = (6V»«'w0ft;WJf', 
-12 M ^ 'i(b'^a'Wu)')aibi M' - (b'^a'^u)')vihi M' 

— 12 jt =" 3 Jf j — Jtf -\- Jf j , 
wotm 

3Jf, 2(6'»oV«7')az'a^Jlf'+(ft'»a'«io')»x'«;-tf' 

3Jf, = -2Jf4 + Jf5-Jlf, , 
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6. Die ebenen Schnitte eines Kf . , 139 

somit 

und schließlich 

also 
(76) 4afc'a»'attr&y&i jJf' = {(Xv/(xiVy—(Xv'Ociwi—(Xtp'(xivi + (Xv^(xiw^ M\ 
Hieraus wird dann noch für v' = w' = p' : 

(77) 2ayal.h^h:M' = {oc^^o^ivi - (Xp^oc^p;) M' . 
Ferner für y = z = q in (76) : * 

(77 a) 2 gy a^ a^ h'g^ M' = {oc^^ a^ q„^ — oc^^ a'^ q^^) M' . 
Ist hier schließlich noch v^ = w^ = p\ so wird 

(78) aya}y,^M' = öCj,^(x',qj,M\ 

Sind p^ Koordinaten einer Ebene, so verschwindet 
jeder Ausdruck, der pg^ enthält. Ebenso verschwindet 
jeder Ausdruck mit den Faktoren (p^qxy), {p'^q'v'w'), 
(p^q^xy), (p'^q'^u'v^) und (p^q^xy), (p^^q^^u'v ); 
letztere Faktoren lassen sich unmittelbar auf erstere 
zurückführen. 

6. Die ebenen Schnitte eines K^^K 

Es sei ein B^ip^) durch die vier Punkte x^y^z und t 
gegeben, welche wir der Eeihe nach mit Pi , Pg , P3 , P4 
bezeichnen wollen. Sind 

ii=^hxi , 
Vi = ^f^itXi, 

Ci=y^vtXi 

drei Punkte des Es(P^)y so werden die fünfdimensionalen 
Koordinaten der Ebene n^ =^ (SrjC): 

WO sich die Indizes r, 8 , t von 1 bis 4 bewegen. 

Digitized byLjOOQlC 



140 ^* Abschnitt. Die linearen Komplexe im ^ . 

71^ gehört dem K^ an, wenn 
(79) 2^Qr.tai>,ai>yp^ = 0. 

_M 

Die Qrgt sind hierb^ die dreidimensionalen Koordinaten 
der Ebene jt^ im B^{p^)j können also dnrch einen Bnch- 
Stäben Oß = Qrtt ersetzt werden, wo 0^{r8t) in den 
Zahlen 1 bis 4 ist. 

. Ans (79) folgt also, daß alle Ebenen eines K^^^ die 
in einem B^ liegen, dnrch einen Pnnkt gehen. Diesen 
Punkt nennen wir ^das Zentrum des B^ (p^) . Seine drei- 
dimensionalen Koordinaten sind nach (79) 

somit wird seine Gleichung im B^ : 

2 Up^ ap^ ap^ ap^ = 



oder 



{a'^u'p'^) = 0, 



d. i. 

(80) aj.gu^ = 
oder auch 

(80a) a;^Pu^ = 0. 

Wir nehmen nun noch einen weiteren Punkt « = P5 
hinzu, so daß jetzt ein 1^4(1?' = (^y^*?)) gegeben ist und 
suchen den Schnitt von v' mit dem Ka . Eine Ebene 71^ 
in v' hat wieder die Koordinaten 

Sie gehört dem Ka an, wenn: 

(81) y^^c^ßY ^Pa <^Pß «Py = . 

1^ 



Hier sind die coaßy vierdimensionale Ebenenkoordi- 
naten. Die Ebenen des Ka in v' bilden somit einen Kf j 
dessen Brennraum wir jetzt bestimmen. Ist co%f = die 
Gleichung des Kfy also m'otßy = a'p^apßüp^ seine Koordi- 
naten, so sind die vierdimensionalen Koordinaten S\ des 
Brennraumes: 
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7. Die Gegenverwandtschaffc. 141 

= 2 Hap^ apß ai>i h'p^ hi>^ bp^ , 

Ist nun in einem B^{v') ein B^{S') gegeben, wo die 8' 
vierdimensionale Banmkoordinaten sind, so wird seine 
Oleichung im fünfdimensionalen Baume 

, 8a TlPß np^ TCp^ 7tp^ = . , 



?' 



1^ 
Man erhält also für den Brennraum: 



?<' 



d. i. 



(82) . ^3 {v') ^ n^^ Tipff dx,^ = ♦ 

Wir wollen diesen JBs(t?0 kurz den „singulären" JBg 
in io' nennen. Jede Ebene in ihm gehört dem Ka an. 
Die Frage, ob es i^4(t?0 gibt, welche Ka nach einem spe- 
ziellen Kf schneiden, werden wir später in bejahendem Sinne 
beantworten. Für einen solchen B^i^p') wird dann der 
singulare B^ unbestimmt. 

Dual gibt es durch jeden Punkt y eine „singulare" 
Gerade n __ ^^ ^' /v ' n 

deren Gleichung also schon durch (71) gegeben wurde. Tat- 
sächlich wird die dort definierte Form Qy des Komplexes Ky 
ein spezieller Komplex, d. h. Ky ist immer halbspeziell. 
Die Invariante J von Ky ist nämlich nach (24) mit {a^yy a) ocy , 
also mit Null identisch. 

Jede Ebene, welche die* singulare Gerade von y ent- 
hält, gehört dem Ka an. 

7. Die Gegenverwandtsehaft. 
Jedem Punkte y entspricht ein Kf 
Ky^7i%a'y = 0y 

dessen Geraden, mit y verbunden. Ebenen erzeugen, welche 
dem Ka angehören. Dieser Ky ist halbspeziell und 

Qy = TZyTt^OCy = 
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142 V. Absehnitt Die lineazen Komplexe im J2^ . 

ist sdne Brennlinie. Diese ist somit mit der durch y 
gehenden singolären Geraden identisch. Q, hat die Ko- 
ordinaten {(x.y)it(x^j YeTbindet also y mit dem Punkte 

(83) r^ = a^(x; = Oj 

welchen wir den ,yGegenpimkt^' F^ von y nennen wollen. 
Es wird so durch den K^ jedem Punkte y sein Qegen- 
punkt jTy zugeordnet. Die Grerade (yF^) ist die zu y 
singulare Gerade. 

Dual entspricht jedem B^{v^) sein ,y6egenraum'' TV, 
dessen Gleidiung 

(84) r^ = x;,(x^ = o 

wird. Er schneidet v^ nach dem singularen l^{v'). 

Die so durch den''Xa ün B^ hervorgerufene KoUinea- 
tion nennen wir Gegen Verwandtschaft; sie ist, wie wir 
sehen werden, ein-eindeutig und umkehrbar. 

Bewegt sich y auf einer Gleraden p^, so beschreibt JT, 
die Gegengerade 

(85) gy« ^ Jlg ^ßPa'Pß' = . 

Ebenso wird jeder Ebene p' ihre G^egenebene 

(86) gp« ^ nie Jtß JiyPa^Pß'P/ = , 

jedem Ä,(p*) sein Gegen -J^: 

(87) gpi = n'gn'ßn'ynipc^PßrPy'Pü' = 

und schlieKich jedem B^ip^^v') ein B^ 

n'a nß 71^ Tii Tti Pa"Pßr P/ Pd' Pm=0 
oder 
(84a) {x(xßyd€){v'(x'ß'Y'd'€')^0 

zugeordnet. Wir werden sehen, daß (84 a) mit (84) iden- 
tisch ist. Man kann überhaupt statt von (83) auch von 

(84) ausgehen und (85), (86) und (87) ableiten. 

Wir fragen uns nun, ob die Gegenverwandtschaft 
umkehrbar ist, d. h. ob der Gegenpunkt JTJTy von JTy 
wieder auf y führt. Es ist 
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, 7. Die Gtegenverwandtschaft. 143 

ily = O^ß' ß^ OCy f 

3 J5i = Cx + 2 Og — C^ . 

Hier enthalt Cj den Faktor 6^' , also Cx = ; ans Cj 
entsteht durch Vertanschung von c und d die Form J?,. 
Cg ist mit 6 /^ Py identisch. Es \nrd also 

3Bi = 2Bi-^Qrry 

i"^d 12rry=-4Sg-B, . 

Ferner gibt JSg umgeformt: 

B^ = -{c'b'd'»u')='Q>'c'd'»u')bibiciciy 

2J5g = (&'«d!'»«') cicicici-3(b'H'd'»u')dMeiui 

+ {b'H'd''')uibl,eici, 
2B8 = i)x-3i)j+Ds, 

^0^= i)x=-6r/;; 

.J>2 ^ 0, da es bei Vertauschung von b und d! das Zeichen 
ändert; endlich 

Ds = {e'b'^d'«)ciuibici, 

22>s 2ic'n' d'»)biuibici + 3{c'n'*d'*)diuibiei , 

J>, ßrPy, 

also 

2Bj — -12rry; 

36 rr, = -Sg = -ib'd'H'^ o^fti»«; , 

36rr, = 6 a^ /?«'.<. 
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Wir setzen nnn für die Invariant^ a^/?«- 
(88) 
dann ist 

(89) 






Die Oegenverwandtschaft ist also nur dann umkehr- 
bar, wenn J. :^ ; dies wollen wir in folgendem immer 
voraussetzen. A ist eine Invariante vom 4. Grade in 
den Koeffizienten des Komplexes. 

Ans (89) folgt noch der wichtige Satz: 

„Jeder Ausdruck, der den symbolischen Faktor »ß 

enthalt, hat den wirklichen Faktor -^Z* 

o 

Aus den Symbolen a , a^ ßj ß\ • . • lassen sich eine 

Beihe von Invarianten kettenartig bilden, wir setzen: 

Ai = a^/J«', 

A^ = (Kfrß/Y^^c,'j 

^5 = */»' ß/ y^ ^«' *«' y 
^6 = «/r ßf y^ *«' V *?«' 

usw. 
Dann wird wogen des obigeii Satzes: 



(90a) 



(90) 



^ 


= 


A 
6 


^i 


= 0, 


^4 


= 


A 

6 


A, 


A* 
~ 6 ' 


^5 


= 


A 
6 


^5 


-0, 


^6 


= 


A 
6 


^4 


A» 
~ 36 * 
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(92) Ax 



Wir fragen nns nun, ob es Punkte gibt, die mit ihrem 
Gegenpunkte zusammenfallen. Solche Punkte nennen wir 
Doppelpunkte des Komplexes. Für diese müssen die 
sechs Gleichungen: 

(91) (Kjocj^ —Xyj 

bestehen. 

Hieraus erhält man für k eine Gleichung 6. Grades: 

<XiOCi + X (Xi (Xi OCi (Xi (Xi (Xi (Xi «5 (Xi oci 

0^2 (Xi <X2 <X2 -j" A 

(X^(X[ . 



0^4 öti 
(X^(X[ 
Äg (X[ 

Dies gibt durch Zerlegung: 



a6<*6 + ^ 



= 0. 



(93) 



+ A*^(a/8)(«';^ + A^a«' + A6 = 0. 

Wir setzen nun für die Invarianten, die in dieser 
Gleichung auftreten: 

M,^{(xßy6eri){(x'ß'rd'e'ri'), 
M,^((xßrdE\,^ßy,^,^^^((xßr6e\{(x'ß'fye'\, 



(94) 



M^^iccß y)(«ryO =^ (^ ß r)iti i^' ß' y')iki • 



jlf j == a«' = . 

^e itzenbOck, Komplexsymbolik. 



10 
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Dann wird ans (93): 

6! 



(95) J,«^ + 2-^+l«-^ + A3^ + i4^-+25Jf^+A6=0. 



Wir berechnen nnn diese Mij von M^ ausgehend. 
Es ist 

a«' (Xß' (Xy (Xs' (Xg' (Xn' 1 
ßa^ 



Jf6 = 






^»?' 



Entwickelt man nach der ersten Zeile und Kolonne, 
so wird Jlf6==-.iJf4 + (6-l)(6-2)dJf4'; dM^ ent- 
steht ans M^, wenn man y durch /3 ersetzt und mit 
(x^(Xy multipUziert. So ist 

oAi = -4.^+2 • 

Man erhält dieselben Gleichungen wie bei Entwick- 
lung der Diskriminante eines quadratischen Strahlen- 
komplexes im Äg (Abschnitt ni, S. 57 ff.). Berücksich- 
tigen wir hier noch die Gleichungen (90a), so erhalten wir: 



JJf 1 = , 
(96) j Jlfa = -A , 

Jf3=0, 

Somit wird 



3^5 = 0, 



Ji - il« - 



X* 



l* 



1 10 



oder 

(97) 



-A4- ——2 /l* 

2! ^ 4! 6! 3 



^» = 



Man erhält also zwei dreifach z&blende Werte 
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8. Die Doppelebenen eines K^°^ . 147 

Nun wird aber, da Jx ein Kubus ist, Ax^ und Jx^ 
vom Bange 3, d. h. es gibt zweimal oc^ viele Doppel- 
punkte, welche zwei Ebenen, die „Doppelebenen" des Ka 
ausfüllen. Deren Gleichungen werden wir weiter unten 
aufstellen. 

Es gibt bei einem allgemeinen Kf keine Punkte, 
deren Gegenpunkte unbestimmt sind. 

Für einen solchen müßten nämlich die sechs Glei- 
chungen oci(xi = bestehen, d. h. es müßte 

\oCiak\ = Mq , 
also A verschwinden. 

Da Mq^^—^A^ ist, so wird auch aus (48a): 
^ • ai a„' = , was mit dem dort Gesagten übereinstimmt. 

Für einen Doppelpunkt f besteht die Gleichung 

daher verschwindet Q^ identisch, d. h. die einem Doppel- 
punkte S entsprechende Gerade wird unbestimmt, K§ ist 
ein spezieller Geradenkomplex. 

Dual erhält man zweimal 00^ viele Doppel -A4 , welche 
je eine Doppelebene des Ka enthalten. Der singulare B^ 
eines Doppel-jB4 ist unbestimmt. 

8. Die Doppelebenen eines K^^^. 

Es entspricht jedem Punkte y ein halbspezieller 
Strahlenkomplex Kj, , dessen Brennlinie Qy^jt^7tiay:=0 
die durch y gehende singulare Gerade ist. Die Gegen- 
gerade von Qy ist mit Qy selbst identisch, Ab, Qy y mit 
Fy verbindet. 

Wir schneiden nun Qy durch einen 224(1?'); die Gleichung 
des Schnittpunktes 8 wird: 

oder »,' »i^f j^f ü# ' A« ' iv ' c\ 

Ua Vy OCy UyVoi Äy = U . 

Wir bilden nun Q, = ti^ ^i oci , also 

Qi = ^« !^ß ßi ^y ^i — ^a^'Oß ßy Ä» > 

= K n'ß ßi vi {oc; yi vi - (xi v; yi) 
- <7tiv'ßßi{oc^ y'ßßi - (xiviyi) , 

(98) (?, = Öj(i^^ÄO^-y<]. 
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D. h. Qg ist im allgemeinen mit Qy identisch. Alle 
Punkte anf Qy haben also Qy zur singolären Geraden. 
Q, wird unbestimmt für 

man erhält also anf Qy zwei solche Punkte 

(99) /;±]/^< = o. 

Diese Punkte sind Doppelpunkte, wie man leicht beweist, 
wenn man ihre Gegenpunkte aufsucht. Wir nennen sie 
die zu y gehörigen Doppelpunkte D^y. Sie liegen har- 
monisch zu y und Fy und sind mit den zu Fy gehörigen 
Doppelpunkten identisch. Die Punkte auf Qy bilden eine 
zu ihren Gegenpunkten projektive Punktreihe, deren 
Doppelpunkte Ay sind. 

Durchläuft y die Gerade p'^ , so beschreibt Fy die 
Gegengerade Gp«^ 7rajr^pa'p^ = 0. Ebenso beschreiben 
die Diy zwei Gerade F^ und F2 , welche in den Doppel- 
ebenen <Pi und <^2 d®3 ^a liegen. Ihre Gleichungen sind: 



i/f"- 



A 



(100) ^1,2 = Kn'ßPa'Vß' ± "^y-^^Vc^'V^' ± y <^ = 0. 

Die singulären Geraden der Punkte auf p^ bilden 
daher eine Schar von Erzeugenden einer dreidimensionalen 
Fläche 2. Ordnung. Der anderen Schar gehören p*, öpi, 
Fy^ und ^2 ^'^j diese vier Erzeugenden werden von allen 
Erzeugenden der anderen Art in vier harmonisch liegenden 
Punkten getroffen. Der durch p^ und O^ gelegte R^B^ 
schneidet also die Doppelebenen nach zwei Geraden, den 
zu p* gehörigen Doppelgeraden. 

Die singulare Bedeutung des Rj^ erhellt auch noch 
aus folgendem. Ist p^ = (yz) also Q^ = {FyF^ , so er- 
scheint jBp» durch die vier Punkte y , z^ Fy und F^ be- 
stimmt. Jeder seiner Punkte kann daher in der Form 
Ky -^ h^ + h^y + K^z dargestellt werden. Sein Gegen- 

A A 

punkt Fx wird dann X^Fy + X^F^-^ X^ — y -\- X^-^z j liegt 

also auch in Ep«; ein zu X gehöriger Doppelpunkt wird 
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8, Die DoppelebeneVi eines Äjf^ . 149 

>l +1/— /x, liegt also auf einer zu p* gehörigen Doppel- 
geraden. 

Gehört y der Ebene p^=^{xyz) an, so liegt Fy in 
der Gegenebene 

T^p = n'a n'ß n'y p«- p^ p/ ; 

die Punkte beider Ebenen sind so durch den Ka eindeutig 
einander zugeordnet. 

Die Doppelpunkte 2)^^, Ay? A« bestimmen dann 
die beiden Doppelebenen, als deren Gleichung man erhält: 

Daß diese Gleichung tatsächlich von p^ unabhängig 
ist, wird später gezeigt werden. 

Sind endlich Xy y, z und t vier Punkte und Bi^j 
Diy , Di^ und Bit die zugehörigen Doppelpunkte, so werden 
die zwei, durch die zusammengehörigen Doppelpunkte 
bestimmten Bäume: 

(102) I ^<p* = ^«^^^y^^P«'P'^^y'^^' + ^^»2^p^*^^^yP'*'P'^P>'' 
Hierbei ist für p* . . . (a?y«t) zu setzen. Wir setzen nun: 
Jf 1 = n'p n'ot Pa' } 

Mi == TT«' Tlß' Tty^ 7ly pi p^ p; pi , 

^3 = ^p' ^«' ^^' ^/ Pa Pß Py J 
Mi = 71^. Tta'Ttß' Pa Pß , 
Mi = 7r^p.7t^'pi , 

In diesen Formen können wir nun durch Umformung 
bewirken, daß ji mit p vertauscht erscheint. Wir unter- 
lassen jedoch hier diese etwas längere Eechnung, sie ist 
genau so zu machen wie diejenige, welche auf (116) führt. 
Man erhält: 



(103) 
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150 ^' Abschnitt. Die linearen Komplexe im B^ , 

(104) QM^^^Mj + AMp, 

(105) 6M, =-JfiS 

(106) 9 Mj ^ -12 AM^ — 3 AMj-A^Moy 

(107) 9Mi = 3AMi- AMi . 



Aus (106) wird, wenn man (104) berücksichtigt: 

(108) Mi = -2AM^ . 

Ebenso aus (107), wenn man (105) berücksichtigt: 

(109) Mj^AM^. 

Es lassen sich also alle diese Formen auf Mq^M^ 
und M2 zurückführen. 

Die zu den Formeln (104) bis (109) dualen geben 
Belation zwischen den in (102) auftretenden Größen. Be- 
rücksichtigt man diese, so erhält man Eip^ ^ , wie es 
sein muß, da alle Doppelpunkte in den zwei Doppelebenen 
liegen, der durch vier Doppelpunkte bestimmte B^ also 
unbestimmt werden muß. 

Wir stellen'^nun die Gleichungen der beiden Doppel- 
ebenen auf einem anderen Wege auf. Ist f ein zu ^ 
gehöriger Doppelpunkt, so wird Q^^O und es ist 

(110) K^ = nla'^(x;±X7ila; = 

ein spezieller Kf\ K^ ist der dem Punkte f bezüglich 
des Ka zugeordnete Kf . Man kann K^ aber auch als 
einen dem y zugeordneten Kf auffassen, nur erfolgt diese 
Zuordnung dann nicht durch K^^ sondern durch einen 
der Komplexe 

da jeder Kf 0y speziell ist, so sind diese <^i selbst speziell 
und stellen daher zwei Ebenen 

(111) 0, = 7zl7t^.a:,±X7ii = O 
dar. 

Bin -B8(p'*) schneidet <^i in dem Punkte f 

u^ Err. aj, üd" (Xu" + kal^a^* = ; 
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9. Die kovarianten Ebenenkomplexe« 151 

dessen Gegenpunkt wird 

a^/ a«' (Xß^ ßu* + l al^ a«' (k^^* = 
oder 

A — 

ist somit mit f identisch. Jeder Punkt von (P» ist also 
Doppelpunkt, d. h. die durch (111) gegebenen Ebenen 
sind die Doppelebenen des Komplexes Ka . Sie schneiden 
sich nur für J. = , wie man durch Schiebung von <&i 
und <p2 beweist. Ist aber A = , dann fallen sie wegen 

A =1/— zusammen. Der Fall von zwei getrennten, sich 

schneidenden Doppelebenen kommt nicht vor. 

Wir können nun leicht eine Konstruktion für den 
Oegenpunkt Fy von y angeben. Man verbindet z. B. y 
mit $1 zu einem R^ ; dieser schneidet (Pg in -^ly • Die 
Gerade {yDiy) trifft Ö>i in Dgy und Fy liegt zu y bezüglich 
der Doppelpunkte i)»y harmonisch. 

Die dualen Betrachtungen führen natürlich zu dem- 
selben Eesultat. Durch den singulären B^ eines 1^4 (t?0 
gehen zwei Doppel-jB4 , harmonisch zu t?' und /V . Diese 
Doppel-Ä4 enthalten je eine Doppelebene. 

9. Die kovarianten Ebenenkomplexe. 

Durch (101) sind die Ebenen gegeben, welche die 
zu X, y und z gehörigen Doppelpunkte verbinden. Wir 
untersuchen nun die in (101) auftretenden Formen mit 
zwei Eeihen Ebenenkoordinaten näher. Wir setzen: 



<112) 


T„'p ^ na n'ß nyPa'Pß'Py' , 


<113) 


8„'p ^ Tip n'n n'ßPa'Vß- , 


(114) 
(115) 


B^p ^ Tip* Jla p«' , 

K„'p = n'/ . 



Diese Formen lassen sich nun vor allem so umformen, 
daß jr und p darin vertauscht erscheinen. Wir geben 
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152 V. Abschnitt. Die linearen Komplexe im B^ . 

diese Umfonnung zur Veranschaulichung der Bechnung 
nur für eine dieser. Formen, z. B. Ä^p. Es wird 

— 12 8^p = 3(p8 71^ (Kß) 71^'Pß^ + (p^ Jl» (X) ßa'Vß^ , 

wobei , 

3ili = 3(p2^2a/8)p^jr«', 

= 12Ä^p'-^.;r;3. 
Somit wird 

(116) i8^> = -i8.p-. 

Analog erhält man für die andern Formen: 

(117) T^p = T„j, , 



und 



(118) B^p - B: 



nv^ j 



(119) K„^p = -Z^p' 



Wir bilden nun diese Formen TjSjB und K für 
diese Komplexe selbst, d. h. wir ersetzen z. B. in T^p die 
Piitj durch die Koeffizienten von Ttin einer dieser Formen, 
z. B. B^p. Die so erhaltene Form bezeichnen wir mit 
Tjt'piRnp) . Nicht symbolisch wird, wenn M und N zwei 
dieser Formen T ^ 8, B und Z sind: 



Bei der Berechnung dieser Formen M(N) verfährt 
man am einfachsten folgend: Es sei z. B. 8„^p{T„p) zu 
ermitteln. Wir schreiben 8^p mit einem Faktor in 
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9. Die koyarianten Ebenenkomplexe. 153 

Determinantenform, so daß die p gestrichen auftreten« 
Da S^p^ Tipfa'Vß'n'a^ß ist, so wird 

'Sun. schreiben wir ebenso T^^', so daß die n' gestrichen 
auftreten, also 

Hier steht in der Determinante oi'ß'y' neben n'*', dies 
setzen wir statt p'* in 8„'p ein ; so erhalten wir wegen (120) 

8^piT„p) = i(x'ß'y' n' 6' e') p'^ p'ß p', ni n', . 

Anf diesem Wege ergibt sich der Beihe nach: 

TM^np) = i («' ^' y' <J' e' r,') K ^'ß K p't p'. pi, , 

also durch Vertanschang: 

(121) Tvp(!r„p')==(4)'^-»''' 

QT^p(8„^) = ip' y e' oc' ß' Y'X^ß^'rVh'. • 
12 T^p(S,p') = -{^'■»x'y'd's')p},ß'^n',nhn', 

+ i{p"^x'ß'd'e')y'^p'ßn!,7tiK , 
= A.-1 -f- A A.^ , 

wobei 

und 

A^ = j{p'*n'ß'd's')p^nini = ^A,, 

= 6T^p + 2AJ2p^, 
also 

3A^ = AT„'p + ^E^p 
und schließlich 

(122) T„'p{8„p')^^B^p. 
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Analoge Umformungen führen zu folgenden Formeln: 



(123) 


T„>(Ä„,') = -f «-',., 


(124) 
(125) 




(126) 


A A^ 

8„'p{8np) = g 8,^p + gg K^'p , 


(127) 


8rt'p(^jtp) '^ ~" 3" ^^'p — ö" ^^'v j 


(128) 
(129) 


8„'p{K„p) = 8jep , 
BMTnp)--^8„^p, 


(130) 


RMS.p) = + y ^--p + y ^'''^ ' 


(131) 


2 JL 


(132) 


E«'p(-ff3,p') = E^p . 



Eine Anwendung dieser Formeln ist z. B. folgende. 
Durch (101) ist eine Ebene bestimmt, welche drei Dopi^d- 
punkte enthält. Ihre Gegenebene muß daher mit ihr 
zusammenfallen. Schreiben wir (101) in der Form 

E„'p = T„'p-\- 3 X 8„'p + 3 A2 B„'p + A» K„p = 

oder nach (116) bis (119) auch 

E„p^=T„p^-3X8„p^+3X''B„p^-X^K„p^ = 0. 

Die Gegenebene von E ist durch Tjt'p(E„p) = bestimmt. 
Dies gibt also 

TMTnv) - 3XT^p{8„p') + dk^T„^p{R„p^) - X^T„^p{K„p^) = , 

was nach Anwendxmg obiger Formeln tatsächlich auf E 
zurückfuhrt. 
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9. Die kovarianten Ebenenkomplexe. 155 

Wenn wir in den Formen T^S^B und K öle p 
durch die a ersetzen, so erhalten wir drei kovariante 
Komplexe und den Kai 



(133) 






Umgekehrt können wir aus diesen durch den Prozeß 

1 SM 
dM = — ' ^ Pill Formen mit n und p erzeugen; fc ist 

hierbei der Grad von M in den Oiti, also für T^a^ S„'ay 
B^a der Eeihe nach 7, 5 und 3. Wir erhalten so: 

7 bT;^' a = T^j, + 3 n'p pl ai,^ n'^ n'ß a^^ a^ + 3 jt^ bl^üp^ n'^ n^ßa^^aß^ 

= T^p+3JLi + 3JL2, 
wobei 

6 Jlg = {b'^Ti' p'^) pa 7ta n'ß a«' aß' ^ 
= {p'^V^n')pan'o,nßao,'aß' , 
18^2 = ^{p'n'^n')Kn'a,n'ßaa'aß' - (p'» 6'»):7ri:7i;:7r;ja«'a^' , 
18 J.2 = 182>y2>^&ai7r«7r^a«'ays'— G-ffpa'/S^-a , 

3 -4.2 = 3 -4-1 + Kj/a Sjt'a , 

somit 

7 (5T^a = T^'p + 6 Ai + Kj/a8„'a . 

^1 enthält den Faktor a^, somit nach (77 a): 
2 J.1 = 2 a^' a«' a^ ftp^ jtp tt« :7r;s , 

= ya-ypPß'K^^^ß — Yß'YiPa^'^pK^ß , 
^1 = y«' ypPß^^iK^ß = — ^KVß'K^ß ) 

somit 

(134) (5 T^a = |(T^p + Ai<?,vp + Kj,b 8^a) . 
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156 ^- Abflohnitt. Die lineanm Komplexe im B^ . 

Ebenso erhält man leicht: 

(136) dS^a =1(3 S^p+ ^B^aK^a + J^^p) . 

(136) ÖB^a = i(3ig^y + jK^aRj^a) , 

(137) ÖK^a^^K^p . 



Wir gehen nun von den Oleichnngen (111) aus. Dort 
erscheinen die beiden Doppelebenen Ö in der Form: 

X ist hierbei eine Wnrzel der Oleichung Z* — — = . 

b 

Eine Doppelebene muß mit ihrer G^enebene zusam- 
menfallen. Wenn wir daher T^p{0„a) bilden, so muß 
dies bis auf einen Faktor co mit ^ identisch werden, 
d.h. es ist T^,i0„^) = a>0, 

also nach (123) tind (124) 

(138) 0' = -^8„a' + i. T„a' = (O {R„a- + A JT^o-) . 

Wir bflden nun die Fonn T^p auf beiden Seiten der 
Oleichung noch einmal, dann wird 

■| T^p {8„ a') + i. T^p (T„a-) = a><P' , 

= a>«(ie„,-|-A £„.'). 
Die linke Seite gibt nach (122) und (121): 





21g (-^•««' + ^^ta') , 


somit ist 


A^ 


und 
(139) 


216 - "" 

A-,/1 A , 
"=6y6 = 6^- 
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9. Die kovarianten Ebenenkomplexe. 157 

Setzen wir dies in (138) ein, so ergeben sich ent- 
sprechend den beiden Doppelebenen für ±X folgende 
Gleichungen 

A A 

A A 

Hieraus folgt durch Addition und Subtraktion: 

also 

(140) . ; S^a'^-^K^a^. 



Ferner durch Subtraktion 

(141) T„a' = ^B„a' 



Aus (140) folgt, wie auch leicht anders zu bestätigen, 

Saa' = 0, aus (141): 

(142) ^-'^T- 



Wenn wir auf A ^^ a^ac^c'^^d}/ den oben definierten 
<J- Prozeß anwenden, so wird 

(143) dA = B^a^ . 

Wir wenden nun auf beide Seiten von (140) und (141) 
den «J -Prozeß an. Aus (140) wird nach (135) und (137) 
mit Eücksicht auf (143): 

2 2-4. 

(144) Ä»'p = -Q- -ßp'a ^71' a ~ -K -Rwa -S^p'a — Tg ^n'p • 

Aus (141) Wird nach (134), (136) und (143): 
2 A A 
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158 ^- Abschnitt. Die linearen Komplexe im B^ . 

also wegen (140): 

2 A Ä 

(145) T„^p = -^Bp'a -B»'a — 2" ■^^^J' — 9" '^^^ '^i^« * 

Nun können wir anch beweisen, daß (101) von p^ 
unabhängig ist. Setzen wir nämlich für T^p und 8:^^ in 
(101) die Werte aus (145) und (144) ein, so wird 

führt somit auf die durch (111) gegebenen Doppelebenen. 
Aus (145) folgt noch für p = .t : 

(146) T.-.=i(ig^a + Air^,)(E^,^AJr^J. 

T„*„ = führt also auf die Doppelebenen , wie es 
sein muß. Durch T^^ = ist nämlich ein quadratischer 
Ebenenkomplex im B^ dargestellt, dessen Ebenen die Eigen- 
schaft haben, ihre Gegenebenen zu schneiden. Denn damit 
sich Tip^ = O.und T„^p = schneiden, muß Tpj^ = sein. 
Wenn aber p^ ihre Gegenebene schneidet, so muß der 
Schnittpunkt Doppelpunkt sein, d. h. er muß einer der 
beiden Doppelebenen angehören, p^ schneidet somit eine 
derselben, was durch (146) zum Ausdruck kommt. Schneidet 
eine Ebene p^ beide Doppelebenen, so gehört sie sowohl 
dem Komplexe K„'a = als auch B„^a = an. 



10. Der halbspezielle und polare Ebenenkomplex. 

Man kann leicht beweisen, daß A die einzige Invari- 
ante des Ka ist. Es sei M der vorgelegte invariante Aus- 
druck, welchen wir zuert so umformen, daß keine Deter- 
minante mehr in ihm auftritt. Dann besteht es nur aus 
Faktoren a^. Die Symbole a und b lassen sich daher 
dann nach (76) zu ^ ^^ zusammenziehen. Enthält M dann 

(Xff. so sondert sich nach (89) -^ ab. M kann also nur 



noch Faktoren vom Typus «t«' enthalten. Wir haben also 



M = a«' aß' Äy' Äj' ßtf y^*» M . 

/Google 
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10. Der halbspezielle und polare Ebenenkomplex. 159 

Dieser Ausdruck entsteht nun aus T„'aj wenn wir 
für die n^n . . . (b'c'd^n setzen. Da nun 

A 
ist, so sondert sich auch hier aus M der Faktor — ab. 

A 
Damit ist also bewiesen, daß sich -^ als Faktor aus M 

D 

absondert, wenn M den symbolischen Faktor a«' enthält. 
M wird so schließlich eine Potenz von A oder verschwindet. 
Ist A^^Oy so nennen wir den Ka allgemein. Für 
A = sagen wir, er ist „halbspeziell". Wegen (140) und 
(141) verschwinden Sna^ nnd T^«' identisch und nach (111) 
fallen die beiden Doppelebenen zusammen in eine einzige 

(147) <& = 7^ra^7i^ = Bna^ - > 



Der Komplex B„a' =^0 ist dann also speziell und 
stellt die einzige Doppelebene dar, welche wegen 
Baa' = A = dem Ka selbst angehört. 

T„^ wird demgemäß ein vollständiges Quadrat nach 
(146); ebenso nach (145) T„^p, was mit identisch wird. 

Ist der Ka allgemein, so sahen wir, daß sich die ko- 
varianten Formen T, 8, B auf B und K zurückführen 
lassen. Die Komplexe T„a' = und 8„a' = sind 
also mit B„a' = und Ka identisch. Die geometrische 
Bedeutung von T„a' = ist folgende: Soll die Oegenebene 
von p^ dem Ka angehören, so muß Tpa* = sein, d. h. 
T„a' = ist die Abbildung des Grundkomplexes in der 
Gegen Verwandtschaft. Dieselbe Bedeutung hat B„a' = . 

Bei einem hälbspeziellen Ebenenkomplex liegt der 
Gegenpunkt Fy jedes Punktes y in der Doppelebene ; 
mit Fy fallen auch die zu y gehörigen Doppelpunkte zu- 
sammen. Der Gegenpunkt eines Punktes von wird 
unbestimmt, da für J. = die Gegenverwandtschaft nicht 
umkehrbar ist. Fy ist Gegenpunkt jedes Punktes im 
Eaume (y ^) . 

Bin weiterer Fall tritt ein, wenn B„a' ^e ist. Diese 
Bedingung ergibt die 20 Gleichungen 

(148) an ag^ (X/ = = a^^ gy h^^ Cf = . 
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Es verschwindet dann jeder Ausdruck, der einen 
Faktor vom Typns a«' enthält. 

Es sei p* eine Gerade, 0^^pa'Pß'ninß=^ ihre 
G^engerade. Die Oleichung des R^(p*0^) wird 

oder wenn wir für {n^p^) . . . ^* schreiben, so wird anch 

dies führt umgeformt auf Ausdrücke mit fr^ und a^ , also 
wird für B„a' ^ 

Es schneiden sich also Qy und Q, in einem Punkte f , 
denn der von Qy und Q, bestimmte J2, ist mit R^(p*0^) 
für p^ = (y 0) identisch, wird also unbestimmt. Um ( zu 
bestimmen, verbinden wir Qy mit einer Ebene p^ zu 
einem B,{v'): x^ = {xp^yx)ai^O . 

B^{v') wird von Q« dann in { geschnitten. 
Die Oleichung von f wird also 

Hier setzen wir im zweiten Term (p'y) — ^*, dann wird 
Im ersten Term setzen wir («p*y) = to', so wird 

f ist somit der Oegenpunkt eines willkürlichen 
Punktes s • Alle O^enpunkte fsdlen in { , dem „PoP' des 
Komplexes IT«, zusammen. Wir nennen demzufolge den 
K^ einen „polaren Ebenenkomplex'^ Jede Ebene durch 
den Pol gehört dann dem Komplexe an. 

Ist endlich H=^Ußßi^Oy der Pol also auch un- 
bestimmt, so ist der Ka spezieU und a' ist seine „Leit- 
ebene". 
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10. Der halbspezielle und polare Ebenenkomplex. 161 

Damit die 0^«^ Koordinaten einer Ebene sind, müssen 
nach früherem die Oleichungen 

a?/ «i &i = 

erfüllt sein. Von diesen sind aber nur zehn voneinander 
unabhängig. Man kann jedoch auch diese Bedingungen 
so fassen, daß man z. B. 9 der obigen Oleichungen wählt, 
die quadratisch in den dm sind und eine passende aus 
den Oleichungen (148). So geschieht dies z. B. bei Zindler, 
Liniengeometrie I, Satz 221. 

Hier sei noch ein Beispiel behandelt. Bezüglich 
eines Kf n'^ == kann man jedem Punkte f einen Ebenen- 
komplex 

zuordnen. Jede Ebene dieses Kf gibt mit | verbunden 
einen B^ des Kf . Ist f das Zentrum von p^ bezüglich 
eines Kf , jrj/ = und n'^ = der zugehörige Baunti- 
komplex desselben, so ist der Kf mit dem durch (51) ge- 
gebenen identisch. 

Es wird Ky für F 

K,(r)=={n^cc^yS) 
und daher 

oder 

d. i. 

J • ^ :7r| Oy a| = , • 
also f ür J :^ 

d. h. es ist I Oegenpunkt zu jedem anderen Punkte; 
r ist also ein polarer Ebenenkomplex mit i als Pol. Dem- 
gemäß muß B(r) identisch verschwinden. Setzen wir 

80 daß w' die Koordinaten des 2^4 sind, welcher zu p^ 
bezüglich n'^ = zugeordnet ist, so erhält man leicht 

JL(r) = fi, = 0, 
denn f und w^ liegen vereinigt. 



We itzenböck, Komplexsymbolik . 
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VI. Abschnitt. 

Der Geradenkomplex im R^\ 

1. 'Einleitung. 

Sind die ai zweifältige, n-dimensionale Komplex- 
symbole, so wird die Gleichung des Ka ^ Kf : 

(1) ^ = 
oder in gestrichenen Variablen 

(2) <"-' = . . 



Eine Form, welche nur eine Eeihe von VariabelUy 
sonst aber die diu von Ka enthält, nennen wir allgemein 
eine Kovariante des JST«. Wir betrachten vorläufig nur 
die linearen Kovarianten Gi , wo i der Orad in den aik ist. 

Man kann jede Ci auf symbolische Produkte von 
Faktoren a^ , a^ zurückführen. Wir beweisen nun den Satz : 

„Enthält eine Form a^^ als Faktor, so enthält sie 

auch al* ." 

Es sei _ . , 

o< = üiff a,,/ a^ a^ . . . Oy . . . , 

Dies gibt nach der Identität (3), Abschnitt V um- 
geformt: 

2 0» = -2{y^a'u'v'u)\ ..)ai + {y^a'^v'w\ . .)t^ - • • • j 

also nach Vertauschung von a' und h' 

4:0i^{a'n'H'w\.,)ui... - ... , 

(3) 2 Oi = a?/ a^,' a«;* ... w^ ... — .. . 
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1. Einleitung. 163 

Es enthalt also Gi a\ als symbolischen Faktor. Wir 
formen jetzt Ci weiter so um, daß kein Symbol c', ä% . . . 
mit a zusammen in a^ , a^^ ^ * - . auftritt, d. h. daß a nur 
mehr in den Faktoren a|. , a^ , a%^ ... mit den Koeffi- 
zienten des Ka verbunden ist. Dann ziehen wir die un- 
gestrichenen Symbole a, b ^ c, ... zu Ausdrücken A,B, 
, . . . zusammen, so daß wir haben 



(4) 



^ — »ö' »c' • • • ^jz' > 

B^hlhl...hlr'^^' usw. . 

Die JL , E , (7 , . . . sind hierbei vom Gracle oc , ß , 
y , ... in den Oi* . 

Oi ist dann dargestellt durch 

(5) Gi^A'B'G ... , 



also als symbolisches Produkt von JL , jB , , . . . , wobei 
diese Ausdrücke selbst mittels n' zusammenhängen. 

Wenn wir in der Identität (1), Abschnitt V, die 
Symbole 1, 2, 3, ..., n + 2 gruppenartig durch Komplex- 
symbole ersetzen, so entsteht die Gleichung 

^ ^1 +(-l)«+/*+yy(a«+i&/^cy-i...)c«.+ ... 

Wir schreiben nun nach (5) und (4) Gi in der Form 

d = (a«-2«+l 6n-2/9+l ß«-2y+l ,,,jr^). Ac,-i • Bß.i Oy-1 . . . 

Hierbei ist 



^»-1 = «»'«?' . 


..«^ 


(oc Faktoren o^») 


B^_i = 6*^63,. 


. . K' 


(ß „ b'c) 


osw. 







Setzen wir der Kürze wegen noch 

n — 2(K + l=^oc' usw., 
so wird 

Gi = {a^'hß'er' . . .)Aa-iBß,i Gy.i . . . , 

Gi = {a«'&^'cy' . . .)ayayAcc^2Bß.iGy-i 
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164 VI. Abschnitt. Der Geradenkomplex im B,,. 

Dies können wir nun nach (6) umformen. Wir er- 
halten Ausdrücke von folgenden beiden Typen: 

tg . . . (a«'+i6^'c>'' . . . 7t^-'^)na'aa'Ac,.2Bß^i . . . 

Wenden wir hier abermals (6) an, indem wir a^^ zur 
Umformung heranziehen, so entstehen folgende Typen: 

Aus Typus <i : 

<3 . . . (a«'+2 2,/?'-2^/ . . . ^)A,.^Bß.x Gy.i . . . , 
«4 . . , (a«'+2 &/?'-! c/-i . . . 7i')ha'Ca'Ä^.2Bß^i . . . 

Aus Typus «2 : 

«5 . . . (a*'+2 5/?'-i^' _ 7r^-*)&rf'7rrf' J.«_2jB/?-i . . . , 
<e . . . (a^'+^^^/.-o''' . . . ji^-^)jilA^.2Bß_i ... 

Wir schreiben nun Typus ^4 in der Form 

hier tritt der Faktor b^^, also nach (3) auch h% auf, so 
daß also dieser Faktor zu Bß^i hinzukommt, wodurch 
Typus ^4 auf folgende beiden Typen führt: 

ts'''^§''e',ei,Bß_,A,_,C^_,... 
Typus <7 führt nach Eücksubstitution der q' auf 

. (bß'-^ca^'+^cY'-^ . . . ji')BßAa-2GY-i • • • 
oder 

(a^'+^^'-^c/ , . . 7t')BßAcc-2Gy.i , . 

also ' auf Typus tg . t^ gibt nach Vertauschung von e' 
und d' wieder ^4 ; es ist somit t^ auf ^ zurückgeführt. 

Ebenso kann man durch Umformungen den Typus (5 
auf <, und t^ zurückführen, so daß also dann Oi zerlegbar 
ist in die Typen tj und t^ . 

Es zerfällt also 0« in folgende Glieder, deren Bildungs- 
gesetz man leicht übersieht: 

{a«'+2ft/?-2^/ . . . 7i,)A^.2BßGy^i . . . 
und 

7r^{a«'+2&/^cy' . . . ^-«) A«.2-B/?-i Oy-i . . . 
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2. n = 2k + h 165 

Diese Umformimg setzen wir nun so lange fort, bis 
sämtüche Symbole a, die in Aa^2 vorkommen, in die 
Klammer eingegangen sind. 

Um das Bndresultat zu übersehen, müssen wir unter- 
scheiden, ob n gerade oder ungerade ist. 

2. n^2k + l . 

Dann ist A 0< = (a2*-*«+*&**-«'^+^ . .7i^')Aoc-iBß.i. . . 
Es kommen also in der Klammer nur gerade Exponenten 
vor. Da a (n — 1) = 2 fc-fältig ist, so können am Schlusoe 
der Umformung nur Glieder mit den Klammerausdrücken 

(a"6«) und («"tt^) 
übrigbleiben. 

Diese führen aber direkt auf 

&2' und Tzl , 

d. h. Ci zerfällt also überhaupt in Faktoren dieses Typus. 
Wir ziehen dann alle Glieder mit n zusammen zu: 

(7) rr=^7lljll7Z^^..,\r\...Jll.] 



hierbei soll \ r \ anzeigen, daß r solche Faktoren jil^ auf- 
treten. Der Eest der Glieder in 0» führt auf eine Potenz 
der Größe 

(8) J^alal..,.\r\...al • 
und es ist also 

(9) XCi^Jf^-Tr. 



J ist die einzige Invariante des Ka, wie man leicht 
beweist. Eine solche enthält nämlich nur Faktoren üb', 
also nach (3) lauter Faktoren al^ . 

Wir nennen einen Z^?*^^*, dessen J = ist, „nuU- 
variant". 

Die Fr geben das Formensystem des Ka . Für r = 1 
erhält man den Grundkomplex selbst. Da jt höchstens 
(2fc + 1) -fältig sein kann, so folgt: 

2r^2fe + 1 , 
also für ganze r : 
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166 ^* Abschnitt. Der Geradenkomplex im JS» . 

Für r = k entstellt ein K^li , der dem Z^f* dual gegen- 
übersteht. 

Fr ist ein linearer Komplex von Bäumen i^r-i ; ^ 
existieren eioschliefilich des Ka selbst Tc solche Fr und alle 
einreihigen, linearen Kovarianten sind durch diese Formen 
darstellbar 

Ein 2e2rf+ito«^+2), d^Jc, schneidet den jiS:?*+i> nach 
einem Kf^'^^^, dessen Gleichung in (2d + l)-dimensionalen 
Linienkoordinaten coa ist: 

(10) 2;'ö>,jbai>,a^, = 0. 

Der Btd+i(Q^^'^^ erscheint hierbei durch die Punkte 
Pi, Pg , P3 , . . . , P^a+t gegeben. 

Die Invariante J' dieses Schnittkomplexes Kf^"^^^ 
wird: 

oder 

d. h. 

(11) r=QiQl.^'\d+l\...Ql^. 

Hieraus folgt: 

„Durch i^y = ist ein K^ir-^i^ dargestellt, dessen Bäume 
R^r-i den ä:?*+i> nach nuUvarianten Kf""^^ schneiden." 

Ist JTy^O, so schneidet jeder Ä2r-i den Ka nach 
einem nuUvarianten K?*'~^\ wir sagen, der Ka ist „speziell 
vom Grader". So schneidet insbesondere jeder R^ den K^ 
nach einem speziellen Kf, wenn 

(12) r, = ^^jtg.^,0 

ist. Wir wollen den Ka dann „speziell" nennen. Statt 
„speziell vom Grade 2 " sagen wir somit einfach „speziell". 

Bei jTy ^ ist r ^ 2 anzunehmen, da sonst für r = 1 
überhaupt kein Ka vorliegt, denn es wäre aii = . Da 
man statt J auch /^^i setzen kann, so können wir auch 
sagen: der nullvariante Komplex ist speziell vom Grade 
(* + l). 

Zu bemerken ist, daß /). ^ auch Fr^i ^ , Fr+2 ^ , 
. . . , J ^ nach sich zieht. Es gibt also Je analytisch 
verschiedene Kf^"^^^, 
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2. n = 2Ä:H-l. 167 

Wir wollen fernerhin einen E^S^ ^ dessen B^ einen 
festen Bn-a-i schneiden, „speziell'^ nennen nnd sagen: der 
feste Bn-d-i ist sein ,,Leitraam'^ 

Wir werden sehen, daß diese Definition mit der oben 
für einen speziellen ^?*+^^ gegebenen in Einklang steht. 

Es sei 

also auch 

Pr^X = . 

Fr = ist dann ein K^^}:li^ ii^^d wir zeigen, daß dieser 
speziell ist. 

Durch einen ^f *+^^ wird im Egt+i ein Nullsystem er- 
zeugt. So entspricht z. B. einem Punkte y ein B^^ 

Daraus leitet man leicht ab, daß einem Ar-i(p^'') ^^^ 
-R2*-2r+i entspricht mit der Gleichung 

(13) Jla' ^6* ^e' . . • I 2 r I . . . ^u,' • Pa* py P«' • • • | 2 r | . , . Pjn' = 

oder, wenn wir allgemeiner für 2r = d + l setzen, so wird 
der dem B^ip^-^^) im E„ durch einen ^f* zugeordnete Bn-d-i 

<Prf ^ Ti:«/ JTft. . . . I d 4- 1 I . . • ^n' • Po'Pft' • • • I d + 1 I • • • Pn' = . 

Wir schreiben nun 0^ in der Form: 

X0a== ia'Vc' . . . n'7r'~-^ a^ftjS . . . | d + 1 1 . . . n^ 

und formen dies um, so daß in der Klammer die-a^ , h' usw. 
zusammengestellt werden; man erhält dann eine Summe 
von Gliedern der Form 

{a'n'^o'^ . . . 7r'»-»<+i) 7ii^^-^-' pl'Pl''\ä-i + l\...pl, 

so daß wir also setzen können 

(14) <&rf = ^(a'«6'^..7r'""«<+i)jr^«<-^-ipa....|d~t + l|...p^. 

Wenn wir hier unsere Formen F einführen, so können 
wir statt (14) auch schreiben: 

<i5) <p.^^(r,v«;«-''-»(/;,-<+i),. 
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168 VI. Abschnitt. Der Gteradenkomplex im En. 

Die Grenzen für t sind hier: 

- 2 ' 

. n + l . 

Wir setzen nun, um auf obigen Fall zurückzukommen, 
n~2Ä + l, d = 2r — 1, dann wird 

und die Grenzen für i : 

i^lc+ 1 . 
In $2r-i i^t also das erste Glied (t ein Maximum) 

d •Tip ^ I 2r-k-l } 

das nächste 

USW. Da nun nach Voraussetzung Jr,.+i ^ ist, so wird 
das erste, nicht verschwindende Glied in <p2r-i für i = r 

Andere Glieder kommen dann aber überhaupt nicht vor 
und da (7^,.)^ S gesetzt werden kann, so wird: 

Da (p2r-i = ein spezieller K^r-\ ist, so ist also auch 
Ff^Q speziell. Der Leitraum ist ein Ruc-ir-^i niit den 
Koordinaten: 

Hieraus folgt nun z: B., daß f ür J = der Komplex 
Z?*+i> Ti == spiBzieU ist; die Größen 

sind dann Koordinaten einer Geraden, der Leitlinie von 

n = o. 

Für JTg ^ ist der Ka selbst speziell, die aih sind Ko^ 
ordinaten eines Bn-%- Daraus ergibt sich dual: 
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3. n = 2Är. 169 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, daß 
die Größen oa, Koordinaten einer Geraden sind, werden 
gegeben durch die Gleichungen 

(16) 7ri^jr,^^ = 
oder 

(16a) al7ilf-^ = 0, 

Diese Relationen sind also quadratisch in den a^t . 

3. ns2fe. 

Wir. gehen wieder von C< aus; diese Form wird hier 

Durch Umformung vermindern sich die Exponenten immer 
um zwei Einheiten. Wir kommen also schließlich einmal 
auf folgende beiden Typen: 

Tg . . . (a'^'Wcy' ... 7i)A^By,Cj^.,, Uf,. 

Aus Ti wird, wenn wir die a weiter in die Klammer 
schaffen 

Tj . . . (a«'+icy'd^' . . . 7t^)h^ac^A^_iBjt.i . . . 

und wieder Ti , jedoch mit kleinerem y' , d' j , . . , e\ In 
Tg kommt hc' vor und gibt nach (3) umgeformt identisch 
'NnH. Hieraus folgt dann sofort, daß, wenn wir setzen 

(17) alal.,.\Jc-l\...al^a, = 8i, 

jeder Ausdruck mit Ä«' identisch verschwindet. 

Wir haben uns nun noch mit dem Typus r^- zu be- 
fassen. Derselbe erledigt sich aber gleich, wenn wir be- 
denken, daß durch Umformung immer einer der Exponenten 
ß\ y\ ^% • • zum Verschwinden gebracht werden kann. 
Ist so z. B. j'^ = 0, so treten die c in Ci_i, c^' also in Ä^/ 
auf, d. h. die Form ist nach obigem Satze identisch N'ull. 
Bei n = 2 Ä gibt es also keine Form ABC . Insbesondere 
existiert keine Invariante. 

Die einzigen Kovarianten ergeben sich somit durch 
einen Teil von Gi z. B. durch 

(18) ^ = r, = a?.a?. . . . ji - 1 , . . . 4*-«*>^ . 
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170 ^I- Abschniti Der Geradenkomplex im B„. 

i ist hierbei der Grad in den aku- Es muß hierbei 

2Jfc-2i + l^l, 

also 1^1 sein. Für t » 1 erhält man den Ka selbst« 
i = Ä gibt den „Brennpunkt" 8 des Komplexes 

(19) Ä«. = a?.a?. . . . I Ä - 1 1 . . . al^a^^ - 0. 



Ist iS«' ^ , so woUen wir den Ka halbspeziell nennen. 
Es gibt somit (fc — 1) verschiedene K^^ , welche durch 
Fi^O gekennzeichnet sind. Ist -T» ^ , so ist auch Fi^j^ ^ . 
Ein E2tf(p«^+i), d<Tc, schneidet den Ka nach einem X?*: 



1,17+1 



Hierbei erscheint der B^^ durch die {^2d + 1) Punkte P» 
gegeben. Die 2d-dimensionalen Koordinaten |« des Brenn- 
punktes dieses Schnittkomplexes K^^ sind also: 

f, = (a'W^ ,..\ä\... w' ViP2..P«-i.i'«+i.-...P2d + i) • 
Seine Gleichung im B^j^ wird somit: 

2ui^^ . f« = (a^26'2 . . . I Ä I . . . w'»p'2*-^^i*0 - . 

Daraus ergibt sich der Satz: 

„Ist J',. ^ , so schneidet jeder Ä2(f +a) den Ka nach 
einem halbspeziellen Zi<''+^> . 

Bei n = 2Jc wird durch einen K^^ ebenfalls ein N^ull- 
system erzeugt, dessen Yerwandtschaftsgleichung (13) oder 
(14), (15) ist. Setzen wir für n und d in (15) 2fc und 
2r — 1 , so wird: 

t 

und die Grenzen für i werden: 

. 2& + 1 
d.h. 
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3. n = 2Ä:. 171 

Ist nun Fr+i ^ 0, so wird: 

d. *h. es ist wie bei n = 2Jc + 1 der Satz giltig: 

„Ist rr+i^=0, so ist Fr^O ein spezieller K^rl^; 

sein Leitraum ist ein JR2*-2f" 
So wird z. B. für rmax == 1c : 
Ist /i = Ä„' ^ , so ist /)._i ein spezieller K^ik-d nnd 

hat als Leitraum eine Ebene mit der Gleichung 

Für Tmin =— 1 erhält man: 

Ist r^ ^ :7r2' w^ ^ , so wird r^ :^ jtJ' = ein spe- 
zieller Komplex mit dem Bik-2{^k) als Leitraum. 

Die Bedingungen, daß die a^ Koordinaten einer Ge- 
raden sind, bleiben also dieselben wie im i^2i;+i • 

Wenn wir den Kf^^jil^^^O durch einen B2d+i(p^^'^^) 
schneiden, wo 2d + 1^2Jc — l ist, so entsteht ein Kf^'^^^: 

1,27+2 

dessen Invariante J ist: 

XJ = {a'H'^ . . . I d + 1 1 . . . w'2p'2»-2d-i) _ j-^^^ ^ 

Ein i22rf+i(p*''+*) schneidet also nur dann den Ka 
nach einem nuHvarianten jK;S?**+^% wenn der B^d+i <i©ni 
^2i+iA+i = angehört. Dies gilt auch als Definition 
der Komplexe JJ = . 

Ist n = 2 Ä + 1 , so schneidet ein i^rfCp***"*"^) den 
jj-(2d+i)^^2 ^0 nach einem Xf*. Die 2d-dimensionalen 
Koordinaten f« des Brennpunktes dieses Z?* sind dann: 

Sa = (a'^6'2 . . . I d I . . . W' ViP2...P«-l,P«+l...P2d+l) y 

seine Gleichung im E2t+i wird somit: 

2:SaUi>a-0 
oder 
(20) (g^^&^g . . . |d| . . . m^^p^^*+^-^^^0 = . 

Für r^^O schneidet jeder R^a nach einem halb- 
speziellen Kf^ . 
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172 VI. Abschnitt. Der Geradenkomplex im JB«. 

4. Allgememes über Komplexmyarianten. 

Wir sahen, daß bei n = 2 fc + 1 der Oeradenkomplex 
eine Invariante J vom Orade (fc + 1) in den nkk hat. Eine 
andere Invariante , etwa von kleinerem Orade, ist nicht 
möglich,' wie oben gezeigt worde. Es lassen sich allgemein 
über den niedrigsten Orad einer Komplexinvariante, d. h. 
einer Invariante eines Komplexes, Formeln anfsteUen. Es 
sei ein XJ' ^ jm == o oder A--^ = 

gegeben und J eine Invariante desselben vom Orade % 
in den Koeffizienten des Komplexes. J ist dann ein 
symbolisches Produkt aus Faktoren a^/. In dieser Dar- 
stellung erscheinen die Koeffizienten des Komplexes teil- 
weise gestrichen als akki,,.'» Vnti.,.^ teilweise ungestrichen 

als «»•*/...> &»*/.... 

Nehmen wir nun an, die Koeffizienten kommen i^-mal 
ungestrichen und v-mal gestrichen vor, dann ist offenbar 

(21) t - ig + V > 

Es sind dann [^(n — S) ungestrichene und v(<i + 1) ge- 
strichene Symbole in J enthalten, und da immer ein 
gestrichenes mit einem ungestrichenen Symbol in a^^ zu- 
sammen vorkommt, muß die Oleichung bestehen 

(22) ^a(n-d) = v(<^ + l). 

Aus (21) und (22) folgen die Oleichungen 



.(23) 



*» n + 1 



Es müssen nun i^ und v ganze Zahlen sein. Sind 
(d + 1) und (n + 1) , alsp auch (n — d) = (n + 1) — (d + 1) 
und (n + 1) relativ prim, so ist das kleinste i , tmin nach (23) 

tmin = n + 1 . 

. Haben jedoch (d-f 1) und (n + 1) einen gemeinsamen, 
größten Teiler m, so ist 

n + 1 



m 
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4. Allgemeines über Komplexinvarianten. 173 

Man sieht schon aus diesem einfachen Beispiel, daß 
eine allgemeine Theorie des K^^^ sehr viel mit Zahlen- 
theorie zu tun haben wird, insoferne sie überhaupt mög- 
lich ist. 

Für den Kf^ wird aus (23) 



n + 1 
n-1 



Ist n = 2 fc + 1 , so wird 

2 . i 



2 Ä; + 2 h + l' 
21c , Jci 

V = 07 , o * = 



2Ä + 2 fc + l' 

also iniin =- fc + 1 ; tatsächlich war J vom Grade h + 1 
in den aik . Beim XJ^ sind die Grade etwa vorhandener, 
anderer Invarianten ein Vielfaches von imin; somit sind 
dies beim Z?*+^^, da nur J existiert, Potenzen von J . 
Ist n =« 2 Ä; , so ist imüx = 2 fc + 1 , die dazugehörige 
Invariante ist S^^^O. 
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Vn. Abschnitt. 

Der R^ als Komplexraum. 

1. Die quadratiseheii J2n-i im J^. 

Wir wollen eine solche Punktmenge kurz mit Q be- 
zeichnen. Ihre Gleichung ist, wenn die a' jetzt gewöhn- 
liche n-dimensionale und zweifältige Symbole sind: 

(1) g = g;;^ = . 

Q wird von einem Ärf(p**"*"^), der durch die Punkte 
Pi, Pg , . . ., Prf+i gegeben ist, nach einem quadratischen 
^<f-i ^' geschnitten. Sind Xi d-dimensionale Koordinaten 
im Erf, so wird die Gleichung von fi' im B^: 

(2) Q'~'2x]a'p] + 22'x<xjta^.a;>^ = 0. 

Ist die Diskriminante von Q 

(3) A = (a^^^.. \n + l\...m'n')^ 

gleich I^ull, so enthält Q einen singulären Punkt, dessen 
Koordinaten sich aus den n von den (n + 1) Gleichungen 

(4) akai^Q 

ergeben. 

Wir wenden dies nun auf den durch (2) gegebenen 
Schnittraum Q' an. Die Diskriminante A' von Q' wird 

(5) r^ {ak^yp. . . . |d + 1 1 . . . ^p^J^> 
N'un ist aber 

{a'p^bi., . . . mi^^J = {a'y . . . |d+ 1 1 . . . mV,i>.. p,^,> 
= (a' . . . m\d+i) 
= Va'VvVc \d+l\ . . . fnV . 
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1. Die quadratischen Rn-i im Bn . 175 

Ist J.'=0, SO sagen wir: der i^^ „berührt" ü; man erhält 
also die Gleichung von Q in Eaumkoordinaten jr^+^ in 
der Form 

(6) fitf-n ^ JlgfJli,^... I d+1 \...Jtm"Qa'Qb d-{-l\... Qm^=0 

oder auch 

(6a) (7r^"-V^>^..|d+l|...mO(^^"-V&^..|d+l|...mO=:0. 

ü erscheint hier als besonderer, quadratischer Kom- 
plex ZJ>. 

Wir gehen nun rasch die verschiedenen Ausartungen 
durch, die ^ als Punktgebilde darstellen kann. Sie sind 
analytisch gekennzeichnet durch das identische Ver- 
schwinden der Formen iii. Es gilt der Satz: 

„Ist ßrf^O, so enthält Q einen singulären B^-dj 
fl4_i = wird ein vollständiges Quadrat und stellt diesen 
singulären Bn^d doppelt dar." 

N'ehmen wir an ßj ^ . Dann bestehen offenbar 
die Gleichungen 

(7) {a'y...\d+l\...m')iu...{a'y...\d+l\...m\ßy,.,^0. 

Diese Größen sind aber nichts anderes als die 
{d + 1) reihigen Minoren in 

A = {n + l)l\a,,\. 

A ist daher vom Eange d, wenn vorausgesetzt ist, 
daß Qd-i nicht identisch verschwindet. 

Ist Qd^O, so ist natürlich auch jedes üd+i ^ . 
Wir nehmen nun zur Bestimmung des singulären Bn-d 
d von den (n + 1) Glriohungen (4), die wir der Allgemein- 
heit wegen in der Form 

aiai>. = (i = l, 2, ,.,, d) 

schreiben, da die Auswahl beliebig ist. 

Durch jede dieser Gleichungen ist ein B^-i dargestellt. 
Diese dB^-i schneiden sich in einem Bn-d(p^~^'^^ =v'^)j 
dem singulären B^-d- Seine Koordinaten sind 

ipiki... = (a'yc' . . . |d| . . . m')iii_ai>.apj^ . . . ai>^^^ 

= ^1 (^'^' . . . |d[| . . . 'ni')iti,„<Pa^(pb \d\ ' ' . (pm^ . 
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176 VIL Abflchnitt. Do* B^ als Komplaznnin. 

Hier sind die q>iki... willkürlich; l kann als von Nnü ver- 
schieden dnrch Paßr... ersetzt werden, dann ist auch 

rViti,.Aaßr... = {^'y . . . |Ä ... ^%ki,.A^'h' . . . mXßr- - 
Dies gibt aber durch Multiplikation und Summierung 

somit ist auch der zweite Teil des obigen Satzes bewiesen« 
Setzen wir A = Qn-n so sind die Ausartungen von 
ü durch nur eine der Gtöchungen 

gegeben, was (n — 2) verschiedene Fälle gibt. Ist i^, ^ , 
so ist a^^ = ein vollständiges Quadrat und £? ist ein 
dopx>elter Rn-i- 

2. Der quadratische IZ4 im ^. 

Es gibt im R^ 00^ Kf* und im B^ ebenso viele Punkte. 
Dies ermö^chty die'Oeometrie der Kf^ als fünfdimensionale 
Baumgeometrie zu behandeln. Jeder Punkt des R^ re- 
präsentiert dann einen Kf, 

Ein Kf ist speziell, wenn er einem bestimmten 
Komplexsystem 2. Ordnung, dem früher (Abschnitt H) 
genannten „identischen^' System angehört. 

Ein Punkt des B^ , welcher einen speziellen Sf^ dar- 
stellt, wird daher einem bestimmten, quadratischen B^ 
im B^ angehören. Ist dessen Gleichung 

so wissen wir, daß die Diskriminante {a'h'c'd'ey von 
Null verschieden ist, da sie auch beim identischen System 
nicht verschwindet. 

Wir skizzieren nun kurz die verschiedenen Lagen 
einer Geraden, Ebene und eines JK, zu ^. 

Eine Gerade p2«(a?y) schneidet F in zwei Punkten 

x?ai^ + 2xix,aia; + xla;^ = 0, 
Sie liegen harmonisch zu x und y, wenn 

By i= o^o^ =» 

ist. Ist y gegeben, so nennen wir By den Polarranm 
von y . 
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2. Der quadratische B^ im B^, 177 

P^j und P^ fallen zusammen, wenn 

Vor Vy Q.a* Qjb' = 

ist. j>2 berührt dann F und die Gleichung von F in 
Linienkoordinaten ist 

^a' ^v Qaf Qi/ = , 

Ist ai^ E^ , «y^ ^ , a<J «y ^ , so werden die P« 
unbestimmt, ^^ liegt ganz in F und ist „erzeugende 
Gerade" von F. Wir haben also drei Fälle von ver- 
schiedenen gegenseitigen Lagen einer p^ zu F . 

So wie zu jedem Py ein By konjugiert ist, so gehört 
auch zu jeder p^ ein konjugierter JBg . 

Liegt y auf Fj so geht By durch y und „berührt" 
F in y , wir nennen dann auch By den „Tangential-Ä4" 
von y Si,nF . By schneidet F nach einer vierdimensionalen 
quadratischen Fläche; diese wird ein Kegel mit der Spitze 
in y , wenn y auf F Hegt. Ein Tangentialraum schneidet 
also F nach einem vierdimensionalen Kegel. 

Der Polar-JK3(p2) von p^ schneidet F nach^einer drei- 
dimensionalen, quadratischen. Fläche 9?^« . Berührt p^ F , 
so schneidet der B^(p^) die Gerade p^ im Berührungs- 
punkte y . (pp» wird ein Kegel mit der Spitze y . Ist 
2?^ erzeugende Gerade von F, so enthält B^(p^) p^ ganz 
und (pp» ist ein Ebenenpaar mit der Achse p^ . Die Ebenen 
dieses Paares liegen ganz in F, sie sind „erzeugende 
Ebenen". . 

Hiermit haben wir auch die verschiedenen Lagen 
eines B^(q^) zu F absolviert, g* schneidet entweder J^ 
nach einer aDgemeinen dreidimensionalen Fläche 2. Ord- 
nung (p oder berührt F , d. h. 9? ist ein Kegel, oder drittens 
p^ schneidet nach einem Ebenenpaar. 

Eine Ebene p^ schneidet F nach einem Kegelschnitt co . 
Dieser zerfällt in ein Geradenpaar, wenn p^ F berührt, 
oder für 

Pa' Pf/ Vcr g.a* Qjb' ö'c' = . 

Die zu p3 im Polarsystem von F konjugierte E^ 
schneidet in diesem Falle p^ selbst und der Schnitt- 
punkt y ist identisch mit dem Berührungspunkt von p^ 
oder mit dem Scheitel des Linienpaares. Endlich kann 

Weitzenböck, Eomplexsymbolik. 12 
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178 ^^- Abschnitt. Der B^ als Komplexraum. 

p^ ganz in F liegen, also erzeugende Ebene sein. EpM 
fällt dann mit p^ zusammen. 

Es] gibt drei verschiedene Paare von erzeugenden 
Ebenen ä* und ß^ . 

1. a^ und ß^ schneiden sich überhaupt nicht. Es 
seien p^ und q^ zwei erzeugende Gerade. R^ip^) und 
E^iq^) schneiden sich in einer Geraden X^j welche F in 
Pi und P2 trifft. Bs(P^) ^^^ ^(Q^) schneiden F nach 
den Ebenenpaaren (1 , 2) und (3 , 4). 

Pi und Pg mit p^ und q^ verbunden gibt vier er- 
zeugende Ebenen, welche mit den obigen vier der zwei 
Paare identisch sind. Gibt nun z. B. P^ mit p^ und q^ 
verbunden die Ebenen 1 und 3, Pg mit p^ und q^ ver- 
bunden 2 und 4, so können sich 1 und 4 oder 3 und 2 
nicht schneiden, da ihr Schnittpunkt auf X^ liegen müßte. 

2. (x^ und ß^ haben einen Punkt gemeinsam. Dies 
ist z. B. bei den obigen Ebenen 1 und 3 der Fall. 

3. (K^ und ß^ schneiden sich nach einer Geraden 
(liegen in einem JBg). Dies ist bei den obigen Ebenen 1 
und 2 der Fall. 

Nachdem wir so die möglichen Lagen der linearen 
Eäume zu g durchsprochen haben, wollen wir einige Sätze 
aus dem B^ ins Komplexgebiet des B^ übertragen. Wir be- 
dienen uns hierbei der früheren Bezeichnung (Abschnitt II). 
Einen speziellen Komplex ersetzen wir, wo es der Sprach- 
gebrauch erlaubt, durch seine Achse. 



3 Der Komplexraum. 

Punkt y, linearer Komplex Kf\ 

Gerade p^, Komplexbüschel, 

Ebene g^, Komplexnetz, 

Eaum 2^8 (ff*)» Komplexgebüsch, 

Eaum B^(v)j Komplexebene, 

F ^ai^ = 0, identisches Komplexsystem, 

^^ aP ==> j Komplexsystem 2. Ordnung, 

Schnitt von F und CP, quadratischer Komplex, 

Punkt auf F, Gerade, 

Zwei konjugierte Punkte. Zwei Komplexe in Involu- 



tion. 
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Es gibt drei verschiedene 
Lagen einer Geraden zu F : 

1. p^ liegt allgemein und 
trifft F in zwei getrennten 
Punkten. 

2. p^ trifft F in zwei zu- 
sammenfallenden Punkten, 
oder p^ berührt F . 

3. p^ liegt ganz in F^ 
d. h. jeder Punkt von p^ ge- 
hört F an, p2 ist erzeugende 
Gerade. 

Zu jedem Punkte y. ge- 
hört ein Polar -i^4 als Ge- 
samtheit derjenigen Punkte, 
welche zu y konjugiert sind. 

Liegt y auf F, so berührt 
der Polar- JK4 F. 



Zu jeder Geraden p^ ge- 
hört ein konjugierter B^ (p^), 
welcher F nach einer drei- 
dimensionalen , quadrati- 
schen Punktmenge schneidet. 
Die Punkte dieser Schnitt- 
fläche sind konjugiert zu den 
Punkten von p*. 



Berührt p^ F, so berührt 
auch der B^ (p^) F und schnei- 
det p^ im Berührungspunkte. 



Ist p^ erzeugende Gerade, 
so enthält B^ip^) p^ ganz. 



Es gibt drei verschiedene 
Büschel: 

1. Das Büschel ist all- 
gemein und enthält zwei 
spezielle Kf mit getrennten 
Leitlinien. 

2. Im Büschel fallen die 
beiden speziellen Kf zusam- 
men, oder das Büschel ist 
speziell. 

3. Jeder Komplex des 
Büschels ist speziell, das 
Büschel ist singulär. 

Zu jedem Kf gehört eine 
Polarkomplexebene als Ge- 
samtheit derjenigen Kom- 
plexe, welche mit dem Zf 
involutorisch liegen. 

Ist der Kf^ speziell, so be- 
rührt diePölarkomplexebene 
das identische System 2. Ord- 
nung. 

Zu jedem Büschel gehört 
ein „ergänzendes" Komplex- 
gebüsch, welches c»« spezi- 
eDe Komplexe enthält. Die 
Achse eines jeden solchen 
speziellen Komplexes gehört 
allen Komplexen des Bü- 
schels an. Diese Geraden 
bilden also die Kongruenz 
des Büschels. 

Ist das Büschel speziell, 
• so ist auch das ergänzende 
Gebüsch speziell und hat mit 
dem Büschel einen speziel- 
len Komplex gemeinsam. 

Ist das Büschel singulär, 
so ist es ganz in seinem er- 
gänzenden Gebiet vorhanden. 

12* 
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Alle diese Beziehungen lassen sich natürlich auch dual 
aussprechen, was wir hier jedoch unterlassen. 



Eine Ebene p* schneidet 
F nach einem Kegelschnitt. 



Alle Punkte, welche zu 
jedem Punkt von p^ konju- 
giert sind, liegen in der zu 
p' konjugierten Ebene Ep». 
Diese schneidet F nach 
einem Kegelschnitt und je- 
der Punkt desselben ist kon- 
jugiert zu den Punkten von 



Dem Schnittkegelschnitt 9? 
von p^ ist der von Epß xp so 
zugeordnet, daß durch den 
einen Kegelschnitt der andere 
bestimmt ist. Die Tangen- 
ten an (f oder xp , welche in 
p^bzw. ^ps liegen, sind keine 
erzeugenden Geraden von F. 



Die speziellen Kf eines 
Komplexnetzes bilden eine 
einfach-unendliche, quadra- 
tische Menge. Es erscheint 
somit hier eine Eegelschar 
einer Fläche 2. Ordnung als 
Kegelschnitt im Rr, abge- 
bildet. 

Alle iCf , welche zu allen 
Zf des Netzes N involuto- 
risch liegen, bilden das „er- 
gänzende" Netz von ^ . Die- 
ses bestimmt durch die 
Achsen seiner speziellen Kf 
eine Begelschar und jede Er- 
zeugende derselben ist in 
allen Kf des Netzes vor- 
handen. 

Die zwei erzeugenden 
Scharen ß^ und 8^ sind ein- 
ander derart zugeordnet, daß 
durch die eine die andere 
bestimmt ist. Die Büschel, 
welche in 8^ oder 8^ ent- 
halten sind, sind niemals 
Singular, d. h. zwei Erzeu- 
gende derselben Schar haben 
niemals einen Punkt gemein- 
sam. 



Jede Erzeugende von 8^ 
schneidet jede Erzeugende 
von Äo . 



Jeder Punkt von 9: mit 
jedem von ip verbunden gibt 
eine erzeugende Gerade von 
F. 

Nennen wir q) und %p konjugierte Kegelschnitte auf 
jP, so wird dann durch ein solches Paar eine Fläche 
2. Ordnung und Klasse im B^ abgebildet. Die Geometrie 
der B^elscharen im £3 ist also auf die Geometrie der 
Ebenen im Er, zurückgeführt. 
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Schneiden sich zwei Ebe- 
nen, so schneiden sich auch 
ihre konjugierten. Die zwei 
Schnittpunkte sind konju- 
giert. 

Schneidet p^ ihre konju- 
gierte Epz , so berührt p^ F. 



Fällt p'^ mit Epi zusam- 
men, so ist p^ erzeugende 
Ebene von F. 



Haben zwei Komplexnetze 
einen Komplex gemeinsam, 
so haben auch die ergänzen- 
den Netze eine Kf gemein- 
sam; diese zwei Zf liegen 
involutorisch. 

Hat das l^etz mit seinem 
ergänzenden einen Kf^ ge- 
meinsam, so wird das N'etz 
Singular. 

Ist jeder Komplex des 
^N^etzes speziell, so fällt das 
Netz mit seinem ergänzen- 
den zusammen. 

Es gehören dann alle speziellen Komplexe demselben 
Feld oder Bündel an. Im B^ gibt es hierfür keine ana- 
lytische Untersuchung, da durch eine erzeugende Gerade 
sowohl ein Punkt als auch eine Ebene abgebildet wird. 
' In F gibt es drei verschie- Die singulären Netze kön- 
dene Paare von erzeugenden neu auf drei Arten zu Paaren 



Ebenen: 

1. Zwei Ebenen schneiden 
sich nicht, d. h. sie haben 
keinen Punkt gemeinsam. 



geordnet werden: 

1. Ein Feld und ein Bün- 
del^ dessen Zentrum nicht 
der Ebene des Strahlenfeldes 
angehört, haben keine Ge- 
rade gemeinsam. 

2. Zwei FiBlder oder zwei 
Bündel haben eine Gera'de 
gemeinsam. 

3. Ein Feld und ein Bün- 
del, dessen Zentrum in der 
Ebene des Feldes hegt, haben 
ein Strahlenbüschel gemein- 
sam. 

Wir wollen mit diesen Sätzen hier abbrechen. Durch 
die Scheinvorstellungen im R^ läßt sich leichter operieren 
wie im Komplexgebifet des B^ ; obige Sätze lassen dies 
zur Genüge erkennen. 



2. Zwei Ebenen haben 
einen Punkt gemeinsam. 

3. Zwei Ebenen haben eine 
erzeugende Gerade gemein- 
sam. 
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VIII. Abschnitt. 

Die analytische Geometrie. 

1. Die Grundlagen. 

Es soll in folgendem der Znsammenliang zwischen 
Symbolik und dem Koordinatengrundbegriffe der ana- 
lytischen Geometrie gezeigt werden. Die obigen Abschnitte 
setzten den Begriff der Koordinaten von Punkt und B^-i 
ohne weiteres voraus; wir verzichten nun auf diese Voraus- 
setzung und zeigen, daß man die Symbolik direkt be- 
gründen kann, nur von den geometrischen Elementar- 
gebilden allein ausgehend. Es soll jedoch hier nicht gleich 
mit einer w-dimensionalen Mannigfaltigkeitslehre begonnen 
werden, sondern wir nehmen denselben Weg, nach welchem 
die Entwicklung der Geometrie des Bn verlaufen ist, 
d. h. wir beginnen beim Einfachsten. Zudem beschränken 
wir uns vorläufig auf ein, unseren Sinnen direkt zugäng- 
liches, oder wie wir sagen wollen, „endliches" Gebiet. 
Der Grenzbegriff c» der Mathematik wird jedoch ohne 
weiteres vorausgesetzt. 

Die Erfahrung liefert uns die vulgären Begriffe: 
Körper, Oberfläche, Linie und Punkt. Aus diesen ergeben 
sich durch weitgehende Abstraktion die geometrischen 
Begriffe: Eaum, Fläche, Linie und Punkt. Der Punkt 
erscheint uns als einfachstes Eaumelement und kann zur 
Erzeugung von Linien, Flächen und Körpern heran- 
gezogen werden. Man kann dann auch eine Linie, Fläche 
und einen Körper (Raum) als stetige Menge von cx)i, oo* 
und cx)» vielen Punkten definieren.* 

Unsere Umgebung als Ganzes, mit Einschluß des 
eigenen Körpers, nennen wir Eaum im allgemeinsten 
Sinne. In diesem sind uns durch unseren Körper drei 
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1. Die Grundlagen. 183 

physiologisch verschiedene Eichtungen gegeben: rechts — 
links, oben — unten, vorne — hinten. 

Wir drücken dies aus, indem wir sagen, daß unser 
Eaum dreidimensional ist. Demgemäß nennen wir eine 
Fläche einen zweidimensionalen, eine Linie einen ein- 
dimensionalen Eaum. Um konsequent zu sein, sagen wir 
weiter, der Punkt ist nulldimensional. 

Wir definieren nun drei fortwährend angewendete 
Begriffe: 1. das „Ineinanderliegen", 2. das „Bestimmtsein*' 
und 3. das „Sichschneiden** von geometrischen Elementen 
(Punkte, Linien und Flächen). 

1. Wir sagen, ein Punkt liegt auf einer Linie oder 
Fläche, oder auch, die Linie oder Fläche geht durch einen 
Punkt, wenn dieser in der durch die Linie oder Fläche 
gegebenen Punktmenge enthalten ist. 

Eine Linie liegt dann in einer Fläche, wenn jeder 
Punkt der Linie in der Fläche liegt. 

2. Wir sagen, eine Fläche ist bestimmt, wenn ein 
Punkt, der ihr angehören soll, nicht ganz willkürlich in 
der dreifach unendlichen Menge von Punkten im Eaume 
gewählt werden darf. 

Ebenso ist eine Linie bestimmt, wenn ein Punkt, der 
ihr angehören soll, nicht ganz willkürlich in der zweifach- 
unendlichen Menge von Punkten einer durch die Linie 
gelegten Fläche gewählt werden darf. Wodurch dieses 
Bestimmtsein erreicht wurde, ist an sich gleichgültig. 

3. Wir sagen, zwei Flächen, zwei Linien oder eine 
Fläche und eine Linie schneiden sich, wenn sie mindestens 
einen Punkt miteinander gemeinsam haben. 

Wir hätten somit die allgemeinsten Begriffe von 
den Lagebeziehungen der geometrischen Gebilde auf- 
gestellt und gehen nun zu den einfachsten dieser Ge- 
bilde selbst über. Es ist klar, daß durch von uns ge- 
schaffene Begriffe allein noch keine geometrische Diszi- 
plin entstehen kann. Erst durch Erfahrungstatsachen 
wird eine reelle Grundlage gewonnen. Wir können daher 
zweierlei geometrische Sätze unterscheiden: 1. solche, welche 
unmittelbar der Erfahrung entnommen sind, 2. solche, die 
wir aus ersteren mit Hilfe unserer Denkgesetze ableiten. 
So sind z. B. die Sätze 1, 2, 3 von der ersten Art, 
4, 5, 6, 7, 8 von der zweiten.. (Vgl. unten.) 
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Die Erfahrung fährt zu folgenden Sätzen: 

1. „Es gibt Linien, welche durch zwei Punkte voll- 
kommen bestimmt sind/' Solche Linien nennen wir 
„Gerade**. 

2. „Es gibt Flachen, die durch drei, nicht auf einer 
Geraden liegende Punkte vollkommen bestimmt sind.** 
Solche Flachen nennen wir „Ebenen**. 

3. „Wenn sich zwei Ebenen schnöden, d. h. wenn sie 
einen Punkt gemeinsam haben, so geschieht dies nach 
einer Geraden.** 

Aus diesen drei Sätzen ergibt sich nun leicht, wobei 
wir die Beweise auslassen: 
Aus 1: 

4. „Wenn sich zwei Gerade schneiden, so geschieht 
dies nur in einem einzigen Punkt.** Weiter: 

5. „Liegen zwei Punkte P^ und Pg einer Geraden g 
in der Ebene E, so liegt jeder Punkt von ^ in J^, also 
liegt g ganz in J^.** 

6. „Zwei sich schneidende Gerade liegen in einer 
Ebene.** 

7. „Wenn eine Gerade eine Ebene schneidet, so ge- 
schieht dies nur in einem einzigen Punkte.** 

8. „Drei sich schneidende Ebenen haben nur einen 
Punkt gemeinsam, wenn sie nicht durch dieselbe Gerade 
gehen.** 

2. Die Symbolik. 

Nachdem wir so die bei allen geometrischen Unter- 
suchungen und Konstruktionen unentbehrlichen Ebenen 
und Geraden definiert und deren einfachste Lagebeziehungen 
erörtert haben, gehen wir zur Hauptaufgabe über. Diese 
besteht in der Herstellung des Zusammenhanges von 
Geometrie und Mathematik, d. h. in der Anwendung der 
Rechenoperationen auf geometrische Gebilde. Die Ge- 
schichte der Geometrie, sowie schon da« Wort „Geometrie** 
zeigt, daß diese Wissenschaft sich eben durch Verwertung 
mathematischer Begriffe, insbesondere des Zahlbegriffes, 
auf geometrische Anschauungsformen entwickelt hat. Das 
„Messen** von Bäumen, Flächen und Längen bietet ja 
unmittelbar praktisches Interesse, wogegen die Unter- 
suchung von Lagebeziehungen allein, die „Geometrie der 
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Lage", sich erst dem Forscher als Notwendigkeit aufdrängt. 
In den meisten Lehrbüchern, durch welche der Anfänger 
in die Geometrie eingeführt wird, ist ja noch derselbe Weg 
eingehalten; der Schüler wird gleich mit Begriffen wie 
„Strecke", „Winkel", „Messen", usw. vertraut. Es ist dies 
ganz natürlich, da sich diese Begriffe auf die unmittelbare 
Anschauung gründen, wogegen die Objekte der projek- 
tivischen Geometrie gewissermaßen abstrakter erscheinen 
und ihre Handhabung wissenschaftliches Denken erfordert. 

Wir^wollen nun in folgendem ohne jedwede metrische 
Grundlage die „analytische Geometrie" begründen. Und 
zwar beschränken wir uns vorläufig auf die Ebene, von 
welcher sich die Eesultate leicht auf den Baum übertragen 
lassen. Die weitere Ausdehnung auf n Dimensionen ist 
dann eine theoretische [^Notwendigkeit. 

Wir knüpfen an eine schon oben verwendete, dem 
abgekürzten Sprachgebrauche entnommene Bezeichnungs- 
weise an und ordnen jeder Geraden und jedem Punkt 
einen Buchstaben, etwa g und P, zu. Um von ver- 
schiedenen Geraden sprechen zu können, hängen wir 
an g noch einen Index an, so daß wir also von Geraden 
9i9 92 7 • • •> 9i ^^^ von Punkten P^ F2J . . ., P» reden. 

Wir haben über die Symbole g und P keinerlei Voraus- 
setzung gemacht, können daher die Annahme machen, 
daß sich mit ihnen wie mit algebraischen Größen, d. h. wie 
mit den Symbolen, die in der Buchstabenrechnung ver- 
wendet werden, rechnen läßt. Es hat dies jedenfalls auf 
gegebene, geometrische Gebilde (Gerade, Punkt), welche 
durch diese Buchstaben bezeichnet sind, gar keinen Ein- 
fluß, da ja eine Eechenoperation mit Geraden oder Punkten 
als Baumgebilden vollständig sinnlos ist. Erst dann, wenn 
wir irgend einer Bechenoperation einen bestimmten, 
geometrischen Sinn beilegen, läßt sich das Bechnen mit 
den Symbolen in die geometrische Anschauungsweise über- 
tragen. Dann erst werden sicH auch Beziehungen, welche 
die Bechnung mit den Symbolen liefert, in die Sprache 
der Geometrie umsetzen lassen und einen geometrischen 
Satz bedeuten. 

Am einfachsten geschieht dies nun folgend: 

Betrachten wir einen Punkt Po und eine Gerade ^j. 
Bezüglich der gegenseitigen Lage von Pq und g^ ergeben 
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sich zwei und nur zwei Mög^chkeiten : Pq liegt auf g^ 
oder Pq liegt nicht auf g^. Die erstere Möglichkeit, 
y^namlich daß Pq auf g^ gelegen ist, drücken wir nun 
durch eine Gleichung aus'S indem wir schreiben 

d. h. wir hängen den Punktindex „0^^ als zweiten Index 
an Qi und setzen das Symbol g^g gleich Null. 

Die Gleichung g^^^ ^ drückt dann die geometrische 
Tatsache aus, daß Pq auf g,, liegt; es ist jedenfalls nur 
eine andere Bedeweise, wenn wir sagen, g^ geht durch Pq . 
Dies drücken wir analog durch 

aus. Hieraus ist der duale Charakter unserer Schreibweise 
ersichtlich. 

Auf einer Geraden gibt es nun c»^ viele Punkte. Um 
auch dies durch eine Gleichung zu fixieren, lassen wir im 
Symbol ^10 ^^^ zweiten Index „0" weg, welcher einen 
speziellen Punkt Pq auf g^ anzeigt, und schreiben 

91-0. 

Wir können dann sagen, dies ist die „Gleichung der 
Geraden g^ , welche so durch ihre sämtlichen Punkte dar- 
gestellt erscheint." 

Es seien nun g^ und ^g zwei sich im Punkte Po 
sehneidende Gerade, so daß also 

^10 = und g^Q r^ 

ist. Dann ist aber auch der Ausdruck 

9so ^ 9io ~ ^ 920 
identisch Null. 

Die Gleichung 0^3 = oder 91 — ^92 = stellt daher 
eine Linie dar, von der nur verlangt wird, daß sie durch 
einen gegebenen Punkt Pq geht. 

In 9i — ^92 = kommt nun ein einziger Parameter X 
vor; wir können daher die Linie ^i—A^2=0 einer Bedingung 
unterwerfen, z. B. daß sie durch einen gegebenen Punkt P» 
geht, der nicht auf g^ oder ^^ liegt, so daß 

9u^0 , </2i^0 
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ist. Dann muß aber g^i = gn — Xg2i^0 sein, d. h. 

und eingesetzt wird die Gleichung von g^ jetzt 

92% 

Darin kommt nun keine unbestimmte Größe mehr 
vor, wie früher X . Es sind in der Gleichung nur Symbole 
von wirklich vorhandenen Punkten und Geraden vor- 
handen. Dies erreichten wir durch die Bedingung, daß g^ 
außer durch Fq auch durch P^ geht, g^ war dann be- 
stimmt, ist somit auch eine Gerade. 

Wir haben daher den Satz: 

„Sind g^ und g^ zwei sich schneidende Gerade, so 
ist durch die Gleichung g^ — Xg^^O ^ wo X ein aus 
Symbolen gegebener, geometrischer Elemente zusammen- 
gesetzter Ausdruck ist, eine durch den Schnittpunkt von 
g^ und g.^ gehende Gerade dargestellt. '* 

X als arithmetische Zahl zu denken, hätte vorläufig 
noch gar keinen Sinn, da wir in unseren Gleichungen bis 
jetzt nur Symbole von wirkUch vorhandenen Punkten und 
Geraden verwenden; erst weiter unten werden wir an- 
deuten, inwieweit sich diese Symbole durch Zahlen er- 
setzen lassen. 

Der obige Satz ist auch umkehrbar: 

„Jede durch den Schnittpunkt von g^ und g^ gehende 
Gerade läßt sich durch eine Gleichung gi — Xg^^^O dar- 
stellen." 

Man braucht auf der darzustellenden Geraden nur 

einen Punkt Pi anzunehmen, so ist dann A =« — . 

92% 

Duale Betrachtungen können natürlich ebenso durch- 
geführt werden. P^ — A Pg = ist dann die Gleichung 
eines Punktes auf der Geraden PiPg usw. 
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3. Die analytisehe Ctoometrie. 

Wir nehmen nun drei sich in P^ , Pg , Pg schneidende 
Grerade gi , g^ und g^ an. P^ sei ein Punkt, der anf keiner 
der drei Geraden liegt. "^ 

Durch Pi und Pj , sowie durch P< und P^ ist je eine 
Oerade yi und y^ bestimmt; deren Gleichungen sind nach 
obigem : 



(1) 






7i und y^ schneiden sich in P<. 
Ist nun Pi ein weiterer, nicht auf gi , g^ <>der g^ 
liegender Punkt, so wird die Gleichung der Geraden PiP^ : 



(2) 



n 



y2k 



Setzen wir hier die Ausdrücke für y^ , yg ^^^ 



Yik 



92 k 

9ti 



9sk 



99k 9lk 



y%k = 

^3» 



ein, so erhalten wir die Gleichung der durch die zwei 
Punkte Pi und P|, bestimmten Geraden 



(3) 



I 9u 
9ik 



92 
92% 
92 k 



93 

9si 

93 k 



= 0. 



Wir können nun das Dreieck g^ g^ g^ das Koordinaten- 
dreieck und die Symbole guj g2ii 93% di© Koordinaten 
von Pi nennen. 

Aus (3) ergibt sich dann sofort die Bedingung, daß 
drei Punkte auf einer Geraden liegen 



9u 


9si 


9si 


9ik 


9ii 


9Bt 


gu 


9ii 


9n 



= 
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3. Die analytische Geometrie. 189 

Wir schreiben nun statt der Symbole gu, ga, g^ 
die Buchstaben a?! , a?2 , a?s und sind hierdurch auch formell 
mit den gewöhnlichen, homogenen Dreieckskoordinaten in 
^Übereinstimmung. 

Wir hätten somit die Aufgabe erledigt, irgend eine 
projektivische Konstruktion in mathematische Formeln 
einzukleiden. Zu berücksichtigen ist dabei nur folgendes: 
Unsere bisherigen Gleichungen haben nur dann einen 
geometrischen Sinn, wenn es sich stets um Symbole 
wirklich vorhandener Punkte und Geraden handelt. 

Der weitere Ausbau der analytischen Geometrie in 
der bisher behandelten Art hat weiter keine Schwierigkeit. 
Hervorzuheben wäre noch, daß die Begriffe wie „Doppel- 
verhältnis", „Transformation" usw. der projektivischen 
Geometrie sich ohne weiteres auf unsere Symbolrechnung 
anwenden lassen. Ebenso ist der Übergang zum drei- 
und mehrdimensionalen Eaum leicht durchzuführen. 

Die Definition der Koordinaten der R^ im JB« erfolgt 
durch die Determinanten einer Matrix, genau so wie oben. 
(Abschnitt IV.) Diese Koordinaten werden dann durch 
Komplexsymbole dargestellt, welche vereinigt wirkliche 

Zahlen pm,,, geben. Zwischen diesen f^Ti) Koordi- 
naten fiii,,. bestehen aber eine Beihe von Identitäten, 
da es im Baume JB« aur (n — d) (d + 1) Bäume B^ gibt. 
Diese Identitäten sind für den B^ , B^ und Eg gegeben 
worden. Läßt man diese Identitäten zwischen den fud,,, 
gänzlich fallen, so kann man die Vm,,, als Koordinaten 
des K^n-d-\ auffassen, der durch n'/''^ = gegeben er- 
scheint. 

Man kann aber auch den Komplex K^^~^^ im B^ als 
Baumgebilde auffassen und mit ihm operieren. Seine 
Koordinaten lassen sich dann ebenfalls symbolisch leicht 
darstellen und stehen gewissermaßen in der Mitte zwischen 
den Piki...', welche Koordinaten eines B^ im E„ sind und 
jenen Pi»/..., welche Koordinaten eines K^^La-i sind. Ein 
Beispiel wird dies näher erläutern. Ein Kf ist im B^ ge- 
geben durch einen Kf und einen schneidenden B^{v') . 
Fassen wir den Kf im B^ als Baumgebilde (lineares) auf, 
so sind dessen Koordinaten im B^ die Determinanten Qij,i 
der Matrix 
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«1 «2 «3 «4 «5 

Ol 02 a^ a^ a^ 

Vi V^ t?3 1?4 t?5 

Also z. B. • 

^123 = 2(ai2 t?3 + «28 ^1 + ^1^2) • 

• 

Die an sind hierbei die Koordinaten eines K^^ , dessen 
Schnitt mit v' eben der darzustellende Kf im B^ ist. 
Die Qi]ki haben also die Form von Ebenenkoordinaten 
im JB4, mit dem Unterschiede, daß zwischen ihnen niclit 
die Identitäten der Ebenenkoordinaten im E4 bestehen. 

Wir weisen noch kurz ^darauf hin, inwiefern sich 
unsere symbolischen Koordinaten durch Zahlen ersetzen 
lassen. 

Es seien durch Pq drei Strahlen g^ , g^ und g^, e^ g^ 
— A^2 = gegeben. Wir nennen g^ und g2 die Grund - 
strahlen. Man kann nun zu gx bezüglich g^ und ^2 ^^^ 
harmonisch-konjugierten Strahl durch Po konstruieren und 
diese Konstruktion, die immer ausführbar ist, analytisch 
verfolgen. Man erhält dann als Gleichung des vierten 
Strahles 

0^1 + ^0^2 =0. 

Unter diesen vier Strahlen kann man wieder drei 
wählen und die harmonische Konstruktion so anwenden, 
daß man einen neuen, fünften Strahl durch Po erhält. 
(Vgl. hierüber Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geo- 
metrie, 2. Band.) Durch systematische Anwendung der 
harmonischen Konstruktion ergeben sich dann, wenn wir 
für X eine beliebige Zahl setzen, alle Strahlen gi + og^ = , 
wo a wieder eine willkürliche Zahl ist. 

Es erscheint also im Strahlenbüschel durch Fixierung 
dreier Strahlen, etwa für A = , 1 , 00 , jedem Strahle eine 
Zahl zugeordnet. Hierdurch können wir aber auch schon 
die Dreieckskoordinaten als Zahlen denken. Ist gig^g^ 
{P^P^F^) das Fundamentaldreieck, so haben wir in der 
Koordinatenebene die drei Büschel P^ , Pg , P3 ; in jedem 
derselben sind zwei Strahlen bereits gegeben, nämlich die 
Seiten des Fundamentaldreiecks. Ihnen ordnen wir 
und 00 zu in jedem der Büschel. !Nun brauchen wir in 
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3. Die analytische Geometrie. 191 

jedem Büschel noch einen dritten Strahl, den „Einheits- 
strahl". Wir erhalten ihn am einfachsten, wenn wir einen 
Pankt, den „Einheitspunkt", mit den drei Scheiteln der 
drei Büschel verbinden. Wie leicht zu zeigen, sind dann 
unsere oben definierten Koordinaten eines Punktes Pq 
nichts anderes als die Doppelverhältnisse der drei Strahlen- 
quadrupel, welche entstehen, wenn wir jeden P< mit den 
beiden anderen Fundamentalpunkten, dem Einheitspunkt 
und Po verbinden. 

Durch die Einführung der Zahlen in die analytische 
Geometrie wird aber eine weitere Spezialisierung derselben 
gefordert, als deren Ursache die Endlichkeit des Bereiches 
unserer Sinnestätigkeit auftritt. Wenn wir nämlich ver- 
suchen, so wie im Strahlenbüschel die einzelnen Strahlen, 
auf der -Geraden die einzelnen Punkte durch Zahlen zu 
fixieren, stoßen wir auf verschiedene Möglichkeiten. Die 
Fixierung geschieht am einfachsten dadurch, daß wir die 
betreffende Gerade g in Beziehung zu einem schon 
„numerierten" Strahlenbüschel bringen. Wir schneiden g 
durch ein Büschel, in welchem zu jedem Strahf gx eine 
Zahl X gehört und ordnen auf g dem Schnittpunkte (^Agf) 
die Zahl X zu. Selbstverständlich darf das Zentrum des 
Büschels nicht auf g liegen. Die weitere Ausführung 
dieser Zuordnung führt dann auf das Parallelenaxiom und 
zur Spezialisierung der Geometrie in elliptische, parabolische 
und hyperbolische Geometrie, worauf aber hier nicht 
weiter eingegangen werden soll. 

Diese Ausführungen sollen gezeigt haben, daß durch 
die symbolische Schreibweise tatsächlich der einfachste 
Vorgang dargestellt wird, geometrische Konstruktionen 
mathematisch zu verfolgen, was ja die Hauptaufgabe der 
„analytischen Geometrie" ist. 
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G. J. Göschen'sche Verlagshandlung in Leipzig. 

Elementare Berechnung: der 
Logarithmen, 

eine Ergänzung der Arithmetik-Bücher 

von 

Dr. Hermann Schubert, 

Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. 
Preis: Broschiert M. 1.60. 

Formeln und lehrsitze der Allsemelnen 
Mechanik 

in systematischer und geschichtlicher Entwicklung 

von 

Dr. Karl Heun, 

Professor an der Technischen Hochschule in Karlsruhe. 
Mit 25 Figuren im Text. 
Preis: Gebunden M. 3.50. 

Elemente der aeometrie der la$e. 

Für den Schulunterricht bearbeitet 
von 

Dr. Rudolf BOger, 

Professor am Realgymnasium des Johanneums in Hamburg. 

Mit 33 Figuren. 

Preis:' Kartoniert 90 Pfg. 

Die Lehre von der Zentralprojektion 

im vierdimensionalen Räume 

von 

Dr. H. de Vries, 

Dozent an der Polytechnischen Schule zu Delft. 

Mit 25 Figuren. 

Preis: Broschiert M. 3.—. 
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G. J. GOschen'sche Verlagshandlung in Leipzig. 
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O. J. GOscheti'sche Verla ^oMaumuui; m Leipzig, 

Elemente der Stereometrie 

von 

Prof. Dr. Gustav HolzmüUer. 



Band I: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis brosch. M. 6.—, geb. M. 6.60. 
„ II: Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Prfeis brosch. M..ia— , geb. M. 10.80. 
„ III: Die Untersuchung und Konstrulction schwierigerer 

Raumgebilde. Mit 126 Figuren» Preis brosch. M. 9.—, 

geb. M. 9.80. 
„ IV: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 

Mit 89 Figuren. Preis brosch. M. 9.~, geb. M. 9.80. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig {h seiner Art dasfehenj denn in so um- 
fassender und gründlicher Weise ist die Stereometrie noch nicht behandelt 
worden. Das wort «elemefftar* ist dabei so zu nehmen, daß die höhere 
AnalysiS und im allgeiheindh auch die analytische Raumgeometrie ausge- 
schlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie in den Kreis 
der Betrachtungeii hineingezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Qeometpe erfordern. 

Alle Figurenj;'auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden ist, sind 
streng konstruiert awd fast jede ist ein Beispielder darstellenden Geometrie. 

Trotz des' elementaren Charakters geht diese neue Stereometrie weit 
über das übliche Ziel hinaus» gibt neben den Lehrsätzen umfangreiches Übungs- 
material, betont die Konst|uktion und die Berechnung gleichmäßig und wird 
an Vielseitigkeit und Gellegenheit des Inhalts wohl von keinem der 
hervorragenderen Lehrbficher erreicht. 



Nothemotisthe HaBestunden. 

* Eine Sammlung 

von 

Oeduldstiieleny Kunststücken und 
Unterhaltuhgsaufgaben mathematischer Natur 

von 
Dp. H#t*inann Soliubert, 

Professor an der Qelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. 

Große Ausgabe in 3 Bdn. gebunden ä M. 4.—. 

Kleine Ausgabe gebunden M. 5.—. 

Wie schon der Titel 'sagt, handelt es sich hier um kein streng wissen- 
schaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand 
Gedanken über Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathematik in Berührung 
stehen und mit denen sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mußestunden 
beschäftigt. Es sind ungezwungene, kritisch -historische Betrachtungen und 
unterhaltende Platidereien ybcx^J^^u^^gjiAi^£^itatf^^uU<unststückc, die m 
einer auch dem Laien leicht fa||^^^^^H^^^^^^^^Bb^ ergänzt werden. 
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